A
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA A b
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO  AAAA

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA  PROEMAT

PROFMAT

RENERSON RENNEE MALATO DE SOUZA

PROGRESSOES: PROBLEMAS E SOLUCOES

Abaetetuba - PA
2021



RENERSON RENNEE MALATO DE SOUZA

PROGRESSOES: PROBLEMAS E SOLUCOES

Dissertacdo submetida ao corpo docente do
programa de Mestrado Profissional em Rede
Nacional (PROFMAT) do campus de
Abaetetuba da Universidade Federal do Para
como parte dos requisitos necessarios para a
obtencdo do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Romulo Correa Lima

Abaetetuba — PA
2021



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicaciio (CIP) de acordo com ISBD
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal de Para
Gerada antomaticamente pelo modulo Ficat, mediante os dados fornecidos pelo(a) antor(a)

5719p  Souza, Renerson Rennee Malato de.
Progressdes: problemas e solucdes / Renerson Rennee Malato
de Souza. — 2021.
72 f

Omnentador(a): Prof Dr. Rémulo Correa Lima

Dhssertacio (Mestrado) - Universidade Federal do Para,
Campus Umiversitirio de Abaetetuba. Programa de Pos-Graduacio
em Matematica em Rede Nacional. Abaetetuba, 2021.

1. Progressdes . 2. Demonstragdes. 3. Resolugdes de
problemas. I. Titulo.

CDD 515.24




RENERSON RENNEE MALATO DE SOUZA

PROGRESSOES, SOLUCOES E EXERCICI0S.

Dissertagdo submetida ao corpo docente do
programa de Mestrado Profissional em Rede
Nacional (PROFMAT) do campus de
Abactctuba da Universidade Federal do Pard
como partc dos requisitos necessarios para a
obtengio do grau de Mestre em Matematica.

Aprovado em:

Conceito:

BANCA EXAMINADORA

W 69@12& % LMoL

Prof. Dr. Romulo Correa Lima
(PROFMAT/UFPA — Oricntador)

Prof. Dr. Manuel de Jésus dos Santos Costa

(PROFMAT/UFPA — Membro Interno)
W Lo e g Hon A2{D
Prof. Dr. Anténio Maia de Jesus Chaves Neto
(UFPA — Membro Externo)




Dedico este trabalho primeiramente a Deus,
razdo de toda minha vida; a minha familia, em
especial a minha amada esposa, minha mae,

meu pai e aos meus dois queridos filhos.



AGRADECIMENTOS

Agradeco, primeiramente, a Deus pelo dom da vida, por iluminar meu caminho,
possibilitar-me superar as dificuldades da vida e dar-me sabedoria para persistir e concluir
este mestrado.

Aos meus dois filhos, Richard Rennee Malato de Souza e Raylla Rafaela Malato de
Souza, que tanto me fizeram amadurecer e crescer, motivado pela necessidade de ser um bom
exemplo de vida a eles.

A minha esposa Ozana Farias Martins, pelo amor, parceria, compreens3o e incentivo
durante todos os momentos do curso, meu sincero muito obrigado;

A minha querida M&e, Maria Rosangela Malato de Souza por toda educacdo me dado
e também pelo exemplo de pessoa.

Ao0s meus irmaos por todo apoio e forca durante o curso.

Ao meu Pai, Manoel das Gracas de Souza, que ndo se encontra mais entre nds, mas
que sempre foi minha inspiracao.

Ao Prof. Dr. Rémulo Corre Lima, por sua excelente orientacdo, dedicada e paciéncia.

Aos professores do curso de Mestrado Profissional em Matematica — PROFMAT da
UFPA Campus de Abaetetuba — PA, pela amizade, paciéncia e pelo conhecimento
compartilhado, em especial aos professores Dr. Renato Fabricio Costa Lobato e ao Dr.
Romulo Correa Lima, pela atencdo e competéncia demonstrada em relacdo a coordenacéo do
curso.

A sociedade Brasileira de Matematica — SBM e aos professores do IMPA pelo
oferecimento deste curso em Rede Nacional e & Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior — CAPES.

Aos meus colegas da turma de mestrado de 2019 da UFPA Campus Abaetetuba, pelo
convivio e por toda troca de experiéncias que contribuiram para minha formacdo docente, por
todos os encontros em nossa preparacdo ao ENQ, onde todos compartilharam e contribuiram
de maneira fundamental para que todos conseguissem suas aprovacaes.

Aos professores da banca, por terem dedicado parte do seu tempo para examinarem
meu trabalho e trazerem sugestoes.

A todos os que contribuiram com minha formacgdo, os quais acima enumerei, e aos
colaboradores que porventura tenha deixado de mencionar, externo aqui a minha eterna

gratiddo.



RESUMO

Este trabalho trata-se de um estudo sobre progressoes, isto €, as progressdes aritméticas (PA),
progressdes geométricas (PG), também as harmonicas (PH), aritmético-geométrica (PAG) e
geométrico-aritmética (PGA). Para introduzir as progressdes foram abordados temas como
inducdo finita e recorréncia de primeira ordem. Esta pesquisa foi desenvolvida através de
processo de construgdes de formulas matematicas, demonstracdes de teoremas e resolucdes de
exercicios. O objetivo foi aperfeicoar a compreensdo e o entendimento das demonstracfes
envolvendo progressdes, além de instruir e elencar métodos e exemplos de como promover o
estudo das progressdes no nivel mais aprofundado. De acordo com o estudo bibliografico
desenvolvido, é possivel mostrar que os processos de demonstra¢es envolvendo progressdes
tém importante relagdo com a construgdo do desenvolvimento cognitivo e logico da
matematica. O método utilizado na pesquisa teve a combinacdo de ser exploratdrio,
explicativo e descritivo. Por fim, a pesquisa constatou que 0s estudos das progressdes por
meio de resolugdes de problemas contribuem para o desenvolvimento do raciocinio l6gico e

interpretativo tanto do aluno como de professores em seu processo ensino-aprendizagem.

Palavras-chave: Progressdes. Resolugdes de Problemas. Demonstragoes.



ABSTRACT

This work is a study on progressions, that is, arithmetic (PA), geometric (PG), harmonic (PH),
arithmetic-geometric (PAG) and geometric-arithmetic (PGA) progressions. To introduce the
progressions, topics such as finite induction and first order recurrence were addressed. This
research was developed through the process of construction of mathematical formulas,
theorem demonstrations and exercise resolutions. The objective was to improve the
understanding and understanding of demonstrations involving progressions, in addition to
instructing and listing methods and examples on how to promote the study of progressions at
the deepest level. According to the bibliographical study developed, it is possible to show that
the demonstration processes involving progressions have an important relationship with the
construction of the cognitive and logical development of mathematics. The method used in
the research had the combination of being exploratory, explanatory and descriptive. Finally,
the research found that the studies of progressions through problem solving contribute to the
development of logical and interpretive reasoning for both students and teachers in their

teaching-learning process.

Keywords: Progressions. Troubleshooting. Demonstrations.
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INTRODUCAO

A presente investigacdo se refere ao estudo das progressdes com énfase nas resolugdes
de problemas. Considera-se que o estudo das progressdes na maioria das escolas brasileiras,
limitasse a analisar somente as progressdes aritméticas e geométricas, porém deixam de
mencionar que ha outros tipos de progressdes como a harmonica, aritmético-geométrica e
geomeétrico-aritmética.

Além disso, demonstrar um teorema ou resolver um problema tipico de demonstragdo
nem sempre sdo abordados quando se trata de progressdes. Devido essa necessidade surgiu o
interesse de realizar um estudo das cinco progressdes em resoluces de problemas. Essas
resolugdes serdo como uma forma de preparar alunos do Ensino Médio e professores para
exames que abordam problemas demonstrativos. Com isso eles terdo um material mais
abrangente que poderdo progredir ao estudo das progressoes.

Como no ensino médio sdo ministradas somente progressdo aritmética (PA) e
progressdo geométrica (PG), entdo este material servird como fonte de estudos para outros
tipos de progressdes, a maioria delas desconhecidas para alunos e professores. Outro fator que
justifica a importancia desta pesquisa é a apresentacdo de inimeros problemas tipicos
demonstrativos dessas progressfes que sdo constantemente utilizados em olimpiadas nacional
e internacional de matematica, vestibulares entre outros que cobram resolucdes de problemas.

O estudo dessas progressdes tem-se como objetivo geral aperfeicoar a compreensao e
o0 entendimento das resolucdes de exercicios e como especifico instruir e elencar métodos e
exemplos de como promover o estudo das progressdes, isto €, ampliar as possibilidades de
metodologias para resolver problemas que envolvam estas progressoes.

No primeiro capitulo é realizada uma revisdo dos contetdos que auxiliardo aos estudos
das progressoes, isto €, a inducdo matematica finita e a recorréncia de primeira ordem. Esses
dois assuntos contribuirdo de forma importante na compressdo das progressoes, pois para
demonstrar um teorema ou resolver um exercicio que necessita a demonstracdo tanto o
principio da inducéo finita como a recorréncia de primeira ordem poderéo ser usado.

No capitulo dois sdo apresentadas as progressdes aritméticas, isto é, as teorias que sao
abordadas no ensino médio como: sequéncia, definicdo, classificacdo, termo geral e outros
detalhes que compdem as PAs. Finaliza-se o estudo das progressGes aritméticas com
problemas e resolucdes.

No capitulo trés aborda-se os estudos das progressdes geométricas, o qual se inicia

com a definicdo, procede com a classificacdo e estende-se até aos casos excepcionais de
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progressdes geométricas. Por fim, encerra-se o capitulo com a exposicao de varias resolucbes
de exemplos.

No capitulo quatro apresentam-se sequéncias especiais, ou seja, as progressdes
harmdnicas, aritmético-geométricas e geométrico-aritméticas, as quais nao sdo abordadas no
ensino médio, mas que merecem uma atencdo significativa. Neste capitulo é realizado

também resolugdes de problemas.
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1 REVISAO DO PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA E RECORRENCIA DE
PRIMEIRA ORDEM

1.1 Principio da inducéo finita

Na matematica, quando hé situacbes que necessitam as demonstracdes no conjunto dos
numeros naturais uma das ferramentas que pode utilizada € o principio da inducéo finita. Esse
principio é entendido como um conjunto de proposicdes utilizado para demonstrar que uma

propriedade € valida para certo nUmero n, natural e todos 0s seus Sucessores.

Definicdo 1.1 Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e seja np um ndmero
natural. Suponha que:
i) P(n,) é verdadeira, ou seja, a propriedade ¢ valida para n = ny;
il) Para todo n > n,, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Entdo P(n) é vélida para quaisquer n > ny com n € N (LIMA, 2006; MORGADO e
CARVALHO, 2014; IEZZI e MRUKAMI, 2013).

Observagdo: “n,” significa o menor valor assumido no conjunto dos nimeros naturais.

Exemplo 1.1 Mostrar que 1 +3+5+ ...+ (2n-1) =n? (n € N)
Solucéo.
1°) Verifica-se que P(1) é verdadeira, isto é:
paran =1, tem-se:
1=1°
2°) Supondo que P(n) seja verdadeira, para algum com n € N. Isto significa que, para este
valor de n, tem-se:
1+3+5+ ..+ (2n—1) = n? (hip6tese da inducio).
Soma-se o préximo termo do somatoério, (2n + 1) a ambos os membros da igualdade,
obtém-se:
1+3+5+...+(2n-1)+(2n+1)=n*+(2n +1)
Tudo o que se tem a fazer agora € manipular a expressdo no segundo membro, de
modo a torna-lo igual a (n + 1)
De fato, tem-se:
n*+2n+1=(n+1)>
Portanto,
1+3+5+...+@2n-1)+(@2n+1)=(n+1)?}
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0 que mostra que P(n + 1) é verdadeira.

Dessa forma, P(n) é valida para quaisquer n € N.

. . , - +1
Exemplo 1.2 Mostrar que a soma dos n primeiros nimeros naturais é dada por %

Solucéo.

i) Para n =1 a propriedade € valida, uma vez que

1(1+1)

1;
2

ii) Considera-se a propriedade valida para n:

1+2+3+., +n=n@Ot)

Entao,

n(n+1)

14243+ .. +n+ (n + 1) - : + (n + 1) - n(n+1)+2(n+1) — (+DH(n+1)

2 2

Assim,1+2+3+..+n :@paratodo neN.
Exemplo 1.3 Demostrar que 2n>n+ 1,V n € N.
Solucéo.
1°) Verifica-se que P(1) é verdadeira, isto é:
paran =1, tem-se:
21>1+1
2°) Supondo que P(n), com n € N, seja verdadeira:
2n>n + 1 (hipdtese da Inducido).
Ser4 provado que ¢ valida P(n+ 1), isto é,2(n+1)>(n+ 1) + 1.
Soma-se 2 em ambos lados da hipotese, tem-se:
2n+2>n+3e2n+1)>n+3.
Como 2(n+ 1) > n + 3 (hipotese de indu¢do) en+3 > (n+ 1) + 1, entdo:
2+ 1)>(n+1)+1.

Portanto, P(n + 1) é valida para V n € N.
1.2 Recorréncias

Uma sequéncia ¢ dita recorrente, ou simplesmente “recorréncia”, quando a partir de
um certo termo, todos os termos sdo dados em funcdo do(s) termo(s) anterior(es) (SILVA,
2015).

Sao exemplos de recorréncias:
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a) progressdes aritméticas: a, =a,_, +1;
b) progressbes geométricas: a, = a,_10;
c) fatorial: a,, = na,_;;

d) poténcias com expoente natural: a,, = aa"

1.2.1 Classificacao das recorréncias

As recorréncias podem ser classificadas, quanto (SILVA, 2015; MORGADO e
CARVALHO, 2014):

I) Linearidade: a recorréncia é linear quando o expoente dos termos anteriores ao termo geral
sdo todos iguais a 1 e também for expressa por uma funcéo do primeiro grau, caso contrario é
dita néo linear.

Sdo exemplos de recorréncia quanto a linearidade:
Q) Xp41 = 2Xp — n’ (Recorréncia linear)

b) x,4+1 = x2 (Recorréncia ndo linear)

I1) Homogeneidade: uma recorréncia é dita homogénea quando depende apenas dos termos
anteriores. Se, aléem dos termos anteriores, cada elemento da sequéncia estd também em
funcdo de um termo independente da sequéncia, a recorréncia é dita ndo-homogénea.

Sao exemplos de recorréncia quanto a homogeneidade:
a) Xp+1 = X, *+ 2 (Recorréncia ndo-homogénea)

b) x,+1 = X, (Recorréncia homogénea)

1) Ordem: uma recorréncia é dita de primeira ordem quando cada termo é expresso em
funcdo do antecessor imediato. J& a recorréncia de segunda ordem, cada termo é expresso em
funcéo dos dois antecessores imediatos.

Sdo exemplos de recorréncia quanto a ordem:
a) Xp4+1 = X, + 2 (Recorréncia de primeira ordem)

b) X,42 = Xp4+1 + X, (Recorréncia de segunda ordem)
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1.2.2 Resolucdo de recorréncias linear homogénea de primeira ordem

N&o ha grandes dificuldades na resolucdo de uma recorréncia linear homogénea de
primeira ordem conforme mostra o exemplo a seguir (LIMA, 2006; MORGADO e
CARVALHO, 2014; SILVA, 2015).

Exemplo 1.4 Resolva a recorréncia x,,;1 = 3x,,, sabendo que x; =2
Solugéo.

Escreva-se a relacdo de recorréncia para diversos valores de n, comegcando comn = 1.

X, = 3x;

X3 = 3X,

X4 = 3X3
Xp = 3Xp_q-

Agora, multiplica-se todas essas igualdades, computa-se a quantidade de vezes que o
numero 3 foi mencionado, ou seja, n — 1 vezes.
Assim, x, = x,3" 1. Como x, = 2, entdo a lei de formag&o é:

X, = 2.3"*

1.2.3 Resolucao de recorréncias linear ndo-homogénea de primeira ordem

A resolucdo de uma recorréncia linear de primeira ordem ndo-homogénea é feita
através do teorema a seguir (MORGADO e CARVALHO, 2014).

Teorema 1. Se a, é uma solucdo ndo-nula da recorréncia x,,, = g(n) x,, entdo a substitui¢ao

Xp = apyy, transforma a recorréncia x,,1 = g(n)x, + h(n) em:

Yn+1=¥n +h(n)[g(m)a,]* 1)

Demonstracéo. Seja a,, a solugéo ndo-nula da equacdo homogénea. A substituicao x, = a,y,
transforma
Xn+1 — g(n)Xn + h(n) em An+1Yn+1 = g(n) Apyn + h(l’])
Mas,

Ap41— g(n) ap,
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isto €, a, é solucdo de x,,1 = g(n)x,.
Portanto, a equacéo se transforma em:
g(n) AnYn+1= g(n) AnYn + h(n):
ou seja, transforma

Xn+1 = 9(N) Xp + N(N) €M yy4q = yp + h(n)[g(m)an] ™

Exemplo 1.5 Resolva a recorréncia x,,,; = 3x,, + 3", para todo n > 0, onde x; = 2.
Solucéo.
Primeiro encontra-se uma solucgéo particular ndo-nula de x,,,; = 3xy:
X, = 3X4
X3 = 3X,

X4 = 3X3

Xp = 3Xp_1-
Dai, multiplicando, obtém-se x,, = 3" . x;.
Agora, faz-se a substituicdo x,, = 3"y, em x,,; = 3x,, + 3"
3"Vn+1 =33y, + 3"
3"yn4+1 = 3"y, + 3" (dividem-se ambos os membros por 3"
Yn+1 =¥n t1.
Aplicando novamente o processo de resolucdo de recorréncia, mas em y,,1 =y, + 1,
tem-se:
y2=y1+1
y3=yz+1
ya=ys+1

Yn=Yn-1t+1
Somam-se as equacgdes, obtem-se y, =y; + (n —1).
Comox, =3"'y,, ex; =2, ttm-se:y, =2ey,=n+ 1.

Logo, a solucéo geral da recorréncia x,,,; = 3x, + 3"é x, = (n—1)3" !
n+1 n n
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2 PROGRESSAO ARITMETICA

2.1  Sequéncias

As sequéncias podem ser definidas como uma funcéo. Seja ay, a,, as, ..., an, ... NUMeros
reais, a funcdo f: N* - R tal que f(1) = ay, f(2) = a,, f(3) = a3, ..., f(n) = a,, ... é representado
por (a, az, az ..., a, ...) OU (an).

Note que o indice n indica a posi¢do do elemento na sequéncia. Dessa forma, o
primeiro termo é indicado por aj, 0 segundo € indicado por a; e assim por diante. Observe que
a notacdo usual para uma sequéncia infinita é (a1, az, as ..., an_1, an, ...). A sequéncia finita é
designada pela notacao (as, ay, as, ..., an).

Sequéncias podem ser definidas por meios de foérmulas, isto é, por uma lei de
formacgédo ou um termo geral. A lei de formacdo permite obter cada termo conhecendo-se a
posicdo que ele ocupa na sequéncia correspondéncia. Porém, nem toda sequéncia apresenta

formula do termo geral ou lei de recorréncia (YOUSSEF et al, 2009).

Exemplo 2.1 A sequéncia (a,) dos nameros primos (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...) ndo possui uma
lei ou termo geral que determina encontrar a posi¢do de certo elemento, mas 0s primeiros

termos sdo notorios perceber, isto é,a; =2,a, =3,a3 =5,a, =7,a5 =11, ....

Exemplo 2.2 Para a sequéncia (b,) = (-1, 1, 3, 5, 7, ...) existe um termo geral, pois

b, =21-3
b, =22-3
b; =23-3
b,=2n-3,

Portanto, o termo geral da sequéncia (b,) é 2n — 3.

Ainda com as sequéncias, ha a determinacdo de uma sequéncia por recorréncia, isto €,
quando se conhece o primeiro termo de uma sequéncia e uma lei que permite calcular cada
termo (a,) a partir de seus anteriores imediatos, diz-se que se explicita, a sequéncia por
recorréncia.

Por exemplo, explicitando a sequéncia,

{al == 1
apn41 = 2ap +1,paran=>1

tem-se:
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n=1=a,=2a,+1=21+1=3
n=2=az=2a,+1=23+1=7
n=3=a,=2a;+1=27+1=15
n=4=>as=2a,+1=215+1=31

Sendo assim, a sequéncia é dada por (1, 3, 7, 15, 31, ...).

Uma sequéncia bastante conhecida na matematica é a sequéncia de Fibonacci cujos
termos sdo 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... e na qual cada termo, a partir do terceiro, é ébito somando-se 0s
dois anteriores. Essa sequéncia é definida por uma recorréncia de segunda ordem Fn., = F, +
Fn+1, (n>0), com Fy = F; = 1. (YOUSSEF et al, 2009; MORGADO e CARVALHO, 2014).

2.2  Definicao de uma progressdo aritmética

Definicdo 2.1 Progressdo aritmética é uma sequéncia de numeros (a;, a,, as, ... a,—7, ap_1,
ap, ...) onde cada termo, a partir do segundo, € a soma do termo anterior mais uma constante.
Essa constante € chamada de razédo e sera representada por r (LIMA, 2013; MORGADO et al,
2015).
Se a sequéncia (a4, az, ag, ... ap_2, ap—1, Ay, -..) € UMa PA, entdo:
a,—a;=az—a;=..=ap_1—3aqp_2=-3ap—3Ap_q1 ... =T

Essa sequéncia pode ser representada pela seguinte formula de recorréncia:
ap =ap—1t+r 2)

onden € N,n>2, a, e a,_; Sdo, respectivamente, os termos de ordem ne n— 1.
Uma progressao aritmética finita (n termos) é uma sequéncia finita (a,, a,, as, ... a,)

tal quea, —a; =as;—a, =... =a,—ap_; =r (LIMA, 2013).

Exemplo 2.3 A sequéncia (3, 7, 11, 15) é uma PA finita de raz&o 4, pois
7-3=11-7=15-7=4=r

Exemplo 2.4 A sequéncia (11, 8, 5, 2, ...) € uma PA infinita de razdo -3 , pois
8-11=5-8=2-5=-1=..=a,—-ap1=.. =-3=r

2.3  Classificacdo de uma progressao aritmética

As progressdes aritméticas sdo classificadas de acordo com o sinal da raz&o:
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a) Crescentes sdo PAs em que cada termo é maior que o anterior. 1sso ocorre se, e somente se

r>0.

b) Decrescentes sdo PAs em que cada termo € menor que o anterior. ISso ocorre se, e somente
ser<0.

c) Constantes sdo PAs em que cada termo é igual ao anterior. Isso ocorre se, e somente se r =
0.

Exemplo 2.5 As progressdes aritméticas (m, m+ 2, m+ 4, m+6..), 2 ++/3,2,2-+3,2 -

V3, ...) e (m, m m,m, ...) sdo respectivamente, crescente, decrescente e constantes.

2.4  Termo geral de uma progressao aritmética

Toda progressdo aritmética possuem um termo geral, ou seja, uma lei que determina
obter a posicéo de certo termo. A partir da sequéncia e da definicdo pode-se obter um termo

principal da progressdo aritmética.

Teorema 2. Se (a,) é uma progressao aritmética de razéo r, entdo a, = a; + (n — 1)r; para
todo n inteiro e positivo.
Demonstracéo. Por indugdo matematica finita em n, tem-se:
1°) E verificado que P(1) é verdadeira:
paran =1, tem-se:
a;=a; +(1-1r.

2°) Suponha que P(n), com n € N, seja verdadeira, ou seja:

ap=ap +(n-1yr 3)
e prova-se que P(n + 1) é verdadeira.
Da definicédo 2.1, tem-se:
Ap4y —ap =T :>an+1:an+r (4)

Substituindo (3) em (4), tem-se:
apyi=a;+(n—=Dr+r=a;+nr—r+r=a; +nr.

Portanto, P(n + 1) é valida para V n € N.
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Existem outras formas de se chegar ao teorema 2.
Numa progressao aritmética (a,) = (a;, a5, as, ..., dp_2, ap—1, ap, -..), Para avancar um
termo, basta somar a razdo; para avancar dois termos, bastar somar duas vezes a razéo, e
assim por diante (MORGADO e CARVALHO, 2014).
Sendo assim, tem-se:
a;o = a4 + 6r (ao passar de a, para 0 a;o, avancam-se 6 termos);
a;, = a, + br (ao passar de a, para o0 a;,, avangam-se 5 termos);
a, = a;; — 13r (retrocederam 13 termos ao passar de a; para o a,);
De forma geral,
a, =aq +(n—1)r (ao passar de a; para a,, avangam-se n — 1 termos);
Outra maneira € utilizando recorréncia de primeira ordem, isto €:

Seja (aq, a,, as, ..., ap, ...) UMa progressao aritmética de razéo r, entao:

a; =a;tr
azg =a,t+r
ag =aztr

dp = dp-1 +r
Agora, somam-se todas essas equacles, conta-se a quantidade de vezes que o nimero r
foi contado, ou seja, n — 1 vezes.

Assim, a, =a; + (n—1)r ¢ a lei de formacéo das progressdes aritméticas.

Exemplo 2.6 Seja (a,,) uma progressdo aritmética, o qual o sétimo termo vale 11 e o décimo
nono termo vale 29. Quanto vale o décimo terceiro termo dessa progressao?
Solucao.
Note, pelo termo geral, que:
a;q=a, +12r,
pois ao passar do sétimo termo para o décimo nono, avanga-se 12 termos.

Assim,
29:11+12rer:§.
De forma Analoga, tem-se:
a;z=ay +6r=11+6.§:20.

Portanto, o décimo terceiro termo vale 20.
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2.5  Propriedades de uma progressao aritmética

Propriedade (P1). Em toda PA finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos €
igual & soma dos extremos.
Demonstracéo. Seja a PA finita (a1, a,, as, ..., @k, Ak41y - An_k, - Ap) de razéor.
Os termos ay,, € a,_ Sa0 equidistantes dos extremos, pois antes de ay,; existem k
termos e depois de a,,_y existem, também, k termos.
Se demonstrar que ay,, + a,_x = a; + a,, entdo (P1) é valida.
De fato:
agpptapg=a;+(k+1-Dr+a; +(n—k-21r
=a;+tkr+a; +nr—kr—r
=a;+a; +kr—kr+nr—r
=a;ta;tnr—r

=a; ta,

Propriedade (P2). Uma sequéncia de trés termos € PA se, e semente se, 0 termo médio é

igual a média aritmética entre outros dois, isto €:

a+c

(a, b,c)éPA<:>b=T
Demonstracéo. Tem-se:

a+tc

(@b c)éPAeb-a=c-beb==— (5)

, +
Logo, (a, b, c) éPA < b = %
Propriedade (P3). Em uma PA com nimero impar de termos, o termo médio ¢ igual a média
aritmética entre os extremos.
Demonstracdo. Seja a, 0 termo médio de uma PA com ndmero impar de termos:
(a1, ay, ag, ..., Ag_1, Ak, Ag41y - Ap)

Tem-se que a sequéncia (ax_q, ax, ax4+1) também é uma PA. Logo, por (P2), tem-se:

a = ak—lT’fakH (6)

Mas 0s termos ay_; € a4 Sao equidistantes dos extremos e, portanto, por (P1):
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k-1 tak41 = a1 tay (7)

Por (6) e (7), conclui-se que:

_ aztap

ag == (8)

Exemplo 2.6 Seja (a,) uma progressao aritmética de termos 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13. Mostre a
validade das propriedades das progressdes aritméticas (P1), (P2) e (P3).
Solucéo.
Por (P1), tem-se:
1+13=3+11=5+9=14.

Por (P2), tem-se:

Por (P3), tem-se:

2.6 Interpolacdo aritmética

Interpolacdo aritmética é um dispositivo pratico que auxilia na resolucdo de problemas
matematicos, pois consiste em determinar quais nimeros, em uma certa quantidade n
fornecida, devem ser interpolados entre dois nimeros dados de modo que estes n + 2 nimeros
forme uma progresséo aritmética.

Inserindo k meios aritméticos entre os extremos (a; € a,) de uma PA para tanto, essa
progressao terd k + 2 termos. Para determinar os meios dessa PA é necessario calcular a razao
que pode ser feito da seguinte forma:

Pelo termo geral da PA e com k + 2 termos, a razao vale:

an:a1+(n—1)r:>(k+2—1)r:an—a1:>r:%. (9)

Portanto, tem-se a expressdo acima que nos permite calcular a razdo de uma PA,

inserindo k meios aritméticos entre os extremos.
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Exemplo 2.7 Interpolar 4 meios aritméticos entre 0,03 e 0,3.
Solucéo.

Interpolar 4 meios aritméticos entre 0,03 e 0,3, nessa ordem, significa determinar a PA
de primeiro termo 0,03 e Gltimo 0,3, havendo entre eles quatro outros termos.

Por (9) e, também, com k = 4, tem-se:

ap-a 0,3-0,03
r==-Zor= =0,054.
k+1 4+1

Assim,
a, = 0,03
a, = 0,03 + 0,054 = 0,084
az = 0,084 + 0,054 = 0,138
a, =0,138 + 0,054 = 0,192
ag = 0,192 + 0,054 = 0,246
a, = 0,246 + 0,054 = 0,3.
Portanto, os 4 termos interpolados a PA séo 0,084; 0,138; 0,192 e 0,246.

2.7  Soma dos termos de uma progressao aritmética finita

Um episodio notorio da historia da Matematica esta associado a soma dos termos da
progressao aritmética finita (a,, a,, asz, ..., a,—2, ap—1, ay), 0 qual mostra um dos grandes
matematicos da historia:

“Um dia, para manter a classe ocupada o professor mandou que os alunos somassem
todos os nimeros de um a cem, com instru¢fes a cada um para colocar sua lousa
sobre uma mesa logo que completasse a tarefa. Quase imediatamente Carl colocou
sua lousa sobre a mesa, dizendo, "Aif estd"; o professor olhou para ele com pouco
caso enquanto os outros trabalhavam diligentemente. Quando o mestre finalmente
olhou os resultados, a lousa de Gauss era a Unica a exibir a resposta correta, 5050,
sem nenhum calculo. O menino de dez anos evidentemente calculara de cabega a

soma da progressdo aritmética 1+2+3+...+99+100, presumidamente por meio da
formula n(n + 1)/2”. (BOYER, 1974)

Aquele menino viria a ser um dos maiores matematicos de todos os tempos: Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).
O célculo efetuado por Gauss foi simples e elegante; ele percebeu que:
A soma do primeiro nmero com o ultimo é 1 + 100 = 101

A soma do segundo nimero com o penaltimo é 2 + 99 = 101



23

A soma do terceiro niUmero com o antepenultimo é 3 + 98 = 101,

e assim por diante, ou seja, a soma de dois termos equidistante dos extremos € igual a soma
dos extremos, que é 101.

Como no total sdo 50 somas iguais a 101, Gauss concluiu que:

1+2+3+4+..+97+98+99 + 100 = 50.101 = 5050

Esse raciocinio pode ser generalizado para calculo da soma dos n primeiros termos de
uma progressao aritmética qualquer.

Observe o processo da férmula da soma dos termos de uma Progressdo Aritmética:

Escreve-se a soma S,, duas vezes, do seguinte modo:

Sp,=a;tay+taz+..+a,_,+ta,_ 4 t+a, (10)
e

Sh=a,ta,_qtap_,+...+taz+ta,+a; (11)

Somam-se, membro a membro, (10) e (11), tem-se:
2S,=(a; +ap) +(az +ap-q) +(@z+ag—z) +... + (@pz +az) + (a1 +az) + (an + ay)
Como que em cada expressdo entre parénteses tem-se a soma dos extremos ou a soma
de dois termos equidistantes dos extremos, entdo podem-se escrever, pela propriedade (P1):

25, =@, +a) + (@ +a, )+ @ +ayp) ++ @, +as) + (@, +a) + (a, +ay),

n parcelas iguaisYa (a; +ap)
O que implica em:
28, =(a; + ay)n

Logo,

Sn = (@ +2n)5 (12)

Teorema 3. A soma S, dos n primeiros termos de uma progressao aritmética de termos (a,,
a,, as, ..., a,) € tal que
S,=(a; + an).g
Demonstracéo. Pelo principio da inducdo finita em n, tem-se:
1°) E verificado que P(1) é verdadeira:

Paran =1, tem-se:

2a,

1
Sl=(a1+al).5®sl=7®31:al

2°) Suponha que P(n), com n € N, seja verdadeira, ou seja:
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S, =(a; + an).g (.

E prova-se que P(n + 1) é verdadeira.

(n+1)
2

Sp+1=Spta+nr(I).

Como S;41— Sy = (a3 + anyq). —(a, + an).g = ap,.q = a; + Nr, entio:

Substituindo (I) em (11), tem-se:

na,+n(a;+nr-r)+2a,+2nr _ na;+na; +n’r—nr+2a,+2nr

— n —
Sne1=(ag + an)-5+ a; +nr= > >

_ 2na;+ 2a;+n?r+nr _ 2a;(n+1)+nr(n+1) _ (2a;+nr)(n+1) _ (a;+a;+nr)(n+1) _ (a;+apsq)(n+1)
2 2 2 2 2 )

Portanto, P(n + 1) é valida para V n € N.

Exemplo 2.8 Seja (a,) uma progressdo aritmética infinita de termos (6, 10, 14, 18, ...).
Calcular a soma dos 20 primeiros termos de (a,).
Solucéo.
Da progressao aritmetica, tem-se:
a; =6eayy =a; +19r=82.

Pela férmula,
n
Sn = (al + an)-z
tem-se:
S,0 = (6 + 82).22—0 & S,, = 880.

Portanto, a soma dos vinte primeiros termos da PA vale 880.
2.8 Casos excepcionais de uma progressao aritmética

Com o intuito de agilizar resolucdes de certos problemas, convém representar uma PA
de maneiras especiais. Veja a seguir algumas dessas representagoes:
1°) A sequéncia (x —r, X, X + r) € uma PA de trés termos e razéo r, para quaisquer valores de x
e r. Essa representacdo é mais adequada quando se pretende determinar uma PA de trés
termos, conhecendo-se a soma deles.
Exemplo 2.9 Em um triangulo retdngulo os lados estdo em progressao aritmética. Sabe-se
ainda que o perimetro desse triangulo vale 30 cm. Mostre que apenas um lado desse triangulo
possui um numero inteiro.
Solucéo. Observe que a soma dos lados do triangulo é 30 cm e como os lados estdo em PA,

entdo, representa-se de forma genérica por:
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(xX=r,x,x+r)
Logo,
X—r+x+x+r=30=>x=10cm
Agora, substitua-se x =10 cm, a PA, entéo:
(10-r, 10,10 +7)
Como o triangulo € retangulo e a hipotenusa € o maior lado, entdo aplica-se o Teorema
de Pitagoras para determinar o valor razdo, isto €:
(10 + r)? = (10 - r)? + (10)?
100 + 20r + r* = 100 — 20r + r* + 100
40r =100
r=25

Assim, as medidas dos lados do tridngulo sdo 7,5 cm, 10 cme 12,5 cm.

2%) A sequéncia (X — 3r, X —r, X + 1, X + 3r) é uma PA de quatro termos e razio 2r, para

quaisquer valores de x e r.

Exemplo 2.10 Em uma PA crescente de quatro termos, a soma de todos os termos é 16 e 0
produto do segundo pelo terceiro termo é 12. Mostre que a razdo dessa PA é um quadrado
perfeito.
Solugdo. Como se conhece a soma dos termos, entdo a representacdo mais adequada da PA
genérica é (X —3r, x —r, X + r, X + 3r). Assim, tem-se:
X—3r+xXx—r+x+r+x+3r=16 x=4()
x-nNx+r)=12 = X=-nNXx+r) =121
Substituam-se (1) em (1), obtém-se:
A-nN@d+n=12=16-r"=12
Entao,
P=4=r=1+2
Como se quer uma PA crescente, entdo a razdo € positiva, 0 que ocorre para r = 2.
Mas, a razédo é 2r, logo
a;=X-3r=4-32=-2
a,=xX+r=4-2=2
az=X—-r=4+2=6
a,=Xx-3r=4+32=10
Portanto, a razéo da PA € quadrado perfeito, isto é,r=2-(-2)=6-2=10-6=4.
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3% A sequéncia (X — 2r, X — I, X, X + 1, X + 2r) é uma PA de cinco termos e razdo r, para

quaisquer valores de x e r.

Exemplo 2.11 Determinar 5 nimeros em uma PA crescente de tal modo que a sua soma seja
25 e a soma dos seus cubos seja 3025.
Solugéo: Denota-se os cinco termos em PA por x —2r, X — 1, X, X + r € X + 2r, de sorte que r
seja a razdo. Dessa forma, tem-se:
-2 +Ex-nN+x+x+r)+(x+2r)=25=5x=25=x=5
Por outro lado, tem-se:
X3 =x3(1)
(x—1)° = x> = 3x%r + 3xr* = > (1)
(x +1)% =3+ 3x%r + 3xr® + r, (I1)
(x — 2r)% = x* — 6x°r + 12xr* — 8r° (IV)
e
(x +2r)° = x> + 6x°r + 12xr* + 8r°. (V)

Somam-se membro a membro de (1) a (V) acima, efetuando os cancelamentos que sé&o
evidentes e usando a hipo6tese de que a soma dos cubos dos cinco termos € igual a 3025,
obtém-se:

5x° + 30xr? = 3025. (VI)

Substituindo x = 5 na equacéo (VI), chega-se a

150r? = 3025 — 625 = r* = % = 16.

Sendo assim, r=4 our=—4.

Como r = 4, pois a PA é crescente, Entao:
a;=x—2r=5-24=-3,
a,=X-r=5-4=1,
az =X =25,
a,=X+r=5+4=9,
ag =x+2r=5+24=13.

Portanto, os termos da PA sdo -3, 1,5, 9 e 13.

2.9  Usando progressdes aritméticas nas resolucdes de problemas

Problema 2.1 Mostre que, se 0s numeros (a, b, ¢) forma nessa ordem uma PA, entdo o

mesmo ocorre com os nimeros (a’bc, ab’c, abc?).
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Solugdo. Por hipotese, tem-se:
b-a=c-b=r,
Multiplica-se por abc ambos os lados da igualdade b — a = ¢ — b e aplica-se a
distributiva, tem-se:
(b —a)abc = (c — b)abc
ab%c — a’bc = abc? — ab’c

Como ab®c — a’bc = abc? — ab®c, entdo (a’bc, ab’c, abc?) é uma PA.

Problema 2.2 Uma sequéncia (ay )1 € uma PA se, e somente se,

agsp T ag = 2ap4q, Vk> 1.
Solucéo. (=) Note que, se (ay)x=1 € uma PA de razdo r, entdo tem-se:
Ak+2 — Ak+1 = = g1 — Ak, VK2 1
Mas isso implica em:
agsq T ag = 2ag4q, Vk> 1.
(&) Se ag4p + ag = 2a41, Yk > 1, entdo, reescreve-se tal igualdade como ay,, — agyq = agsq
—ag, Vk>1.
Logo,
a,—a;=az—az=ag—az=..
Assim, (ag)k=1 € uma PA de razdor = a,—a,.

P 1 1 1 ~
Problema 2.3 Prove que, se 0s humeros ( ) forma nessa ordem uma PA, entdo

x+y'y+z'z+x

0 Mesmo ocorre com 0s nimeros (2, X, y°).

~ s 1 1 1 , ~
Solugéo. Como, por hipotese, (— , ) é uma PA, entdo, tem-se:
X+y y+zZ zZ+X

1 1 1 1 y—X _ X—Z

y+z  x+y  z+x  y+z | (YD) (x+y)  (z+X)(y+Z)
= (Y-x)Z+x)(y+2)=(x-2)(y +2)(X+Y).
Simplifica-se, tem-se:
(Y-X)Z+X)=(xX-2)(x+y) =2y - x*=x*-7°
Dessa forma, y* — X2 = X’ — 22 & (2%, X2, Y9).

Problema 2.4 Seja (ay)=1 uma PA de razdo r. Mostre que as sequéncias (by)is1 € (cx)is1,
definidas por by = a,x € cx = a1 para todo k>1, também sdo PAs, mas ambas de razdo
igual a 2r.

Solugdo. Observa-se que as leis de formacdo das sequéncias (by)w=1 € (cx)is1 S&0,
respectivamente, (a,, a,, ag, ...) € (a4, as, as, ...).

Note que, para todo k>1 inteiros, tem-se:
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byi1— by = ays1)— Ak = Azk42 — Aok
A fim de utilizar o fato de que (ay)i=1 € uma PA de razdo r, soma-se e subtrai o termo
a4 a diferenca azy o — ayy, Obtém-se:
br+1— bx= azk+2 — A2k
= (azk+2 — az2k+1) + (Qzk+1 — A21)
=r+r
=2r.
Portanto, (by)i>1 € uma PA de razdo 2r.

A prova de que (cy)x=1 também é uma PA de razéo 2r é analoga e fica como exercicio.

Problema 2.5 Prove que, se uma PA apresenta a,,= X, a,= Yy € a,, = Z, entdo verifica-se a
relacao:
(n-p)x+(p-m)y+(m-n).z=0.

Solucéo. Por hipotese,

X=ap=a;+(m-1r,

y=a,=a; +(n-21r,

Z=ap=a; +(p-1r.

Enté&o:
(n—p)x+(P-m)y+(m-n)z=
=(h=pfa; + (M-Dr] + (p-m)[as + (n—1)r] + (m-n)[a; + (p—1)r] =
=a(n-ptp-m-n)+r[(n-p)m-1)+(p-m)(n-1)+(m-n)(p-1)] =
=a,.0+r.0=0,

Problema 2.6 Mostre que os nimeros v'2, v3 e v/5 ndo sdo termos de uma mesma progressao
aritmetica.
Solucao. Supondo, por absurdo, que v/2, v3 e v/5 séo termos de uma mesma PA. Logo:

V2 =ap+mur, V3 =ap+nr,5=a+p.r onderéaraziodaPAem,nep € N.

Sendo assim,

r:ﬁ_ﬁzﬁ_ﬁﬁ(p—n)\/§+(n—p)\/E:(n—m)\/§+(m—n)\/§:>

n-m p—n

= (p-m)V3+(n-p}V2 =(n-m)V5.

Fazendo,a=(p—m),b=(n—-p)ec=(n—-m),coma, beceEN, tem-se:
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aV3 + bv2 = c5.

Eleva-se ao quadrado a expressdo anterior e simplificando, tem-se:

5c2—2a%-3b?
v = szt
2ab

Como a, b e ¢ sd0 nlmeros inteiros e a expressdo afirma que V6 € racional, que é uma

contradicao.

Portanto, v2, v/3 e v/5 ndo podem ser termos de uma mesma progressio aritmética.

Problema 2.7 Seja (a,) uma progressdo aritmética com termos nao nulos. Prove, por inducédo

em n, que:
1 1 1
+ ot =—— Vn>1.
aiaz azag Anan+1 d1dn+1
Solugéo. Seja P(n) a proposicao:
1 1 1
+ ot =—— Vn>1.
aiaz  azas Anan+1 d1dn+1
i) Verifica-se que para n = 1€ verdadeira, pois:
11 1 1
aiaz a1d1+1 aiaz a1dz
i) Suponha que P(n) ¢ verdadeira para um n > 1, ou seja,
1 1 1 n
+ o+ = :
a1z azaz Anan+1 A1an+1
Resta provar que P(n) implica P(n + 1).
De fato, pela hipotese de inducéo, tem-se que:
1 1 ot 1 1 — n 1 — n.ap4pta; .
aiaz azas apan+1 An+13an+2 a1dn+1 An+13an+2 d1-3n+1-dn+2

Como a, é uma progressao aritmética PA, troca-se a,,, por a;+ (n—1)r e depois a; +

nr por a, 44, onde r é a razdo da PA. Assim, segue que:

Nanptz+a; _ nfa;+(m+Drl+a; _ (n+1)(a;+nr) _ (n+1). ap41 _  n+l

d1-dn+1-dn+2 d1.an+1-dn+2 d1-an+1-dn+2 d1-dn+1-dn+2  A1-An+2

Portanto, P(n + 1) € verdadeira.
Problema 2.8 Seja (a,) uma progressao aritmética e seja (b,,) a sequéncia definida por
b,=a, +ay;1, Vn>1.
Mostre que (b,,) também é uma progressdo aritmética.
Uma solucdo. Note, pelo termo geral, que:
ap=a; +(n-1)r
e

apyp =ag +Nr.
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Como b, =a, +ap,q, entéo:
b,=a;+(n—Lr+a; +nr
b,=2a; + (n—1)r+nr
b, =2a; +r+(n—-1)2r
Portanto, b,, € uma progressdo aritmética de primeiro termo (2a, + r) e razdo (2r).
Outra solucdo. Pela definicdo de progressao aritmética, tem-se:
bpt1—bn=(ans1 + ansz) —(@n + Angq) = ansp —ay =2,
sendo que r é a razdo de (ap).

Logo, (b,) € uma PA de razdo 2r.

Problema 2.9 Prove que os termos comuns das PAs (2, 15, 28, 41, .. ) e (7,12, 17,22, .. .)
sdo uma PA de primeiro termo igual 67 e razéo 65.
Solugdo. Denotam-se por (a,) e (by,) as PAs (2, 15, 28, 41, . . ) e (7, 12, 17, 22, . . ),
respectivamente. Como a, tem razdo 13 e b,, tem razdo 5, utiliza-se a férmula do termo
geral, obtém-se:
ap,=2+13(n-1)
e
by=7+5[m-1).
Agora, fazem-se a,, = b,,, com o0 objetivo de encontrar condi¢cdes sobre m e n para que
ocorram termos comuns.
Assim, tem-se:
ap,=b,=>2+13(n-1)=7+5(m-1)=5m=13(n-1)
= 13|5m
= 13|m.
Desse modo, se um natural x pertence as duas PAs, entdo x = b, 3, para algum inteiro
k> 1, ou seja,
X = bz
X=7+5(13k-1)
X = 65K + 2
Reciprocamente, percebe-se que, para qualquer k > 1, o niimero 65k + 2 pertence as
duas PAs. De fato, ja viu-se que 65k + 2 = b, 5. Por outro lado,
65k + 2 =2 + 13.5k
65k + 2 =2+ 13((5k + 1) - 1)
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65K + 2 = agyq
Portanto, os termos comuns das duas PAs também formam uma PA, que possui
primeiro termo igual a 67 e razédo igual a 65, isto é:
(67,132,197, ..))

Problema 2.10 Se (a, a + r. a + 2r, ...) € uma PA infinita e ndo constante de naturais, prove
que pelo menos um de seus termos é composto.

Solucéo. Pode-se escrever o termo geral da PA como a + (n — 1)r. Como a PA é nao
constante, tem-se r > 0.

Por outro lado, como ela ¢ infinita e seus termos séo todos naturais, tem-se a + (n — 1)r
< 0, pois, se esse fosse 0 caso, ter-se-ia a + (n — 1)r < 0 para n suficientemente grande. Logo,
r>0.

Agora, mostra-se que, dados a, r € N, € possivel escolher n forma que a + (n — 1)r seja
composto. Para tanto, veja que, se n = 2a + 1, entdo:
a+(n—-Lr=a+2ar=a(l+2r).

Esse numero é composto se a > 1, mas pode ser primo se a = 1. Entretanto, se a = 1,
entdo a +r > 1, e pode-se repetir 0 argumento acima escolhendon=2(a +r) + 2.

Nota-se:

at(n—-Lr=@+nN+n-2)r=@+r)+2@+r)=3@+r),

0 qual é composto.

Problema 2.11 Demonstre que em toda PA, com numero impar de termos, o termo medio é
igual a diferenga entre a soma dos termos de ordem impar e a soma dos termos de ordem par.
Solucdo. Seja (a;, @z, ..., Apgqs --r A2p, Az2p41) UMa PA com nimeros impar de termos. Entéo,
o termo médio é média aritmética entre os extremos e essa relacdo também € valida entre 0s
indices desses termos.

Assim:

2n+1+1 _ 2n+2 _
2 2

n+ 1 (indice do termo médio).

Tem-se, ainda:
Aype1 = ag 201
e
ap=a; +(2n—1r.

Mas,
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Si - (a1+al+22nr)(2n+1) - (al+ nr)(2n + 1) .

e

[a;+r+a;+(2n—-1)r]2n

. = 2(a; +nr).n

Sp =

Fazendo a diferenca, tem-se:
Si—Sp=(a; +nr)(2n + 1) —2(a; +nr)n
=(a+nr)(2n+1-2n)
=a, +nr

= ap 44 (termo médio)

Problema 2.12 Seja (a,,) uma progressao aritmética e seja (b,,) a sequéncia definida por
b, =a, ta,;1, Vn>1.

Suponha que a soma dos n primeiros termos da sequéncia (a,,) seja igual a 2n? + 5n,
para todo natural n > 1. Mostre que a expressdo para a soma dos n primeiros termos de (b,) é
4n® + 14.
Solucgéo. Note que pela sequéncia b, = a, + a,,1, tem-se:

by + byt ...+ by =(ag +az) +(ag +az) + ... + (@p+ apyq).
Reorganizando, resulta-se:
(ap tag +..+a,)+(ag tagt ... tanyy) =Sy + Spy— Sy
Como S, = (a; + an).g e S, = 2n® + 5n, entio:

Sy +Speq1—S;=2n°+5n+2(n+1)>+5n+1)—7=4n*+ 14n

Problema 2.13 Mostre que (a,) € uma progressao aritmética se, e somente se, existem
nimeros reais A e B tais que S,, = a; + a, + a3 + ... + a, = An’ + Bn, para todo n inteiro
positivo.

Solucéo. (=) Suponha-se que (a,,) seja uma progressado aritmética de razao r e primeiro termo
a,. Mostra-se, ento, que existem nimeros reais A e B tais que S,= An® + Bn.

Note que:

— (aitap)n

o COMay=a;+ (n—12Dr.

Sp=a; +ta,+..+a,

Entao,

[a;+ a;+(n—D)r]n

Sp = .

=I.2 _r
=5n +(a; 2)n.

Toma-se A== e B =a;— -, tem-se que S,= An’ + Bn.
2 2
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(&) Suponha-se que S,, =a;+a,+as+..+a, = An® + Bn. Note que a, =S, —Sp—1, paran >
1,ea; =S;. Assim,
a, =S, — Sp_1= An’+ Bn—[A(n—1)>+B(n-1)] =
=(2An-A+B=(A+B)+2A(n-1).
Toma-se a;= A + B er = 2A, tem-se que (a,) € uma progressdo aritmética de razao

2A e primeiro termo A + B.

Problema 2.14 Os lados de um triangulo retangulos formam uma progressdo aritmética
crescente. Mostre que a razdo dessa progressdo é igual ao raio do circulo inscrito.
Solucéo. Representa-se os lados do triangulo por x —r, X, X + 1.

Como a progressao é crescente, a hipotenusa € o ultimo termo, isto é, x + r. Pelo
Teorema de Pitagoras, tem-se:

(X+1)?= (x=r)?+x%
Dai,
X% = 4rx = x = 4r,

ja que x # 0, pois x € um dos catetos.

Dessa forma, os lados do triangulo sdo3r, 4r e 5r.

. . . .S er?
Operlmetroe2p=3r+4r+5r=12reaareae5=6—rr=r.

Portanto, razdo da progresséo € igual ao raio do circulo inscrito.

Problema 2.15 Sabendo que os termos «, 3, y, & estdo em progressdo aritmética. Prove que:
(6 +3B)(6 —3B) + (a + 3y)(a — 3y) = 2(ad — 9By)
Solucdo. Utiliza-se o caso excepcional de 4 termos para progressdes aritméticas, isto &,
a=X-3r,B=x-r,y=x+red=x+3r. Logo,
(6 +3B)(6—3B) + (o + 3y)( o — 3y) = 4x(6r — 2X) + 4X(— 6r — 2X) = 4X(-4X) = — 16x°.
Agora,
2(ad — 9By) = 2(x* — 9r® — 9x* — 9r%) = — 16xX°
Entdo, (6 + 3B)(6 — 3B) + (a + 3y)(a — 3y) = 2(ad — 9By)
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3 PROGRESSAO GEOMETRICA
3.1 Definicdo de uma progressao geométrica

Defini¢do 3.1 PG é uma sequéncia de nameros (a;, as, ..., a,_1, a,, -..) Onde cada termo a
partir do segundo, é o quociente da divisdo de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente
é chamado de razdo e é representado pela letra g (LIMA, 2013; MORGADO et al, 2015).
Assim, tem-se:

az = a,q,

az=a,q=a;q’,

_ _ 3
aq=azq=a,q,

— n-1
ap =a;q .
Se a sequéncia (a4, a,, as, ..., ap_1, ay) € uma PG, entdo:
2Y)

a3 _ .. _ %
a1  ap dpn—1

=q

Essa sequéncia pode ser representada pela seguinte formula de recorréncia:
ap = an-1( (13)

onden € N,n>2, a,e a,_; sd0, respectivamente, os termos de ordem n e n — 1 na sequéncia
e a constante q é a razdo da PG.
Exemplo 3.1 A sequéncia (1, 3, 9, 27) é uma PG finita de 4 termos e razdo q = 3, pois:
3_9_27_
1 3 9

Exemplo 3.2 A sequéncia G% %116 ) é uma PG infinita de razdo q = % pois:

&R~

_1_ _
=-=..=0q.

NI ENT
col»-ll;I»-k

3.2  Classificacdo de uma progressao geometrica

Classificam-se as progressées geométricas em cinco categorias segundo a sua razao:
a) Crescentes: quando cada termo, a partir do segundo, é maior que o anterior. 1sso ocorre s
em dois casos:

i)a;>0eq>1,istoé:
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an

ap>ap_1© >leq>1

an-1
Exemplo 3.3 APG (1, 2, 4, 8, ...) satisfaz a condicdo, poisq=2ea; = 1.

ii)a; <0e0<qg<1,istoé,

an

ap>ap_1©0< <le0<gx<l

an-1

i, — % ...) satisfaz a condic&o, pois q = % ea; =-4.

Exemplo 3.4 APG (-4,-2,-1, — % -

b) Decrescentes: quando cada termo, a partir do segundo, € menor que o anterior. Isso s
ocorre em dois €asos:

i)a; >0e0<q<l,istoé,

an

a,<a,.1©0< <ls0<qg<l

an-1

1

Exemplo 3.5 A progressdo geomeétrica (7, >

N |
IR

, ...) satisfaz a condicdo, poisa; =7eq=

ii)a; <0eq>1,istoé,

a
ap<ap & ——>1e0>1

n-1
Exemplo 3.6 APG (-6, -12, 24, ...) satisfaz a condicéo, poisa; =-6eq=2

c¢) Constantes: quando todos os seus elementos séo iguais.

i) a; = 0e qqualquer, isto e,

Exemplo 3.7 APG (0, 0, 0, ...) satisfaz a condigéo, poisa; =a,=az; =...a, =0

ii)g=1,isto ¢,

an

an:an—1<:> >1<:>q>1

an-1
Exemplo 3.8 APG (4, 4, 4, ...) satisfaz a condicéo, pois q = 1.

d) Alternantes: ocorre quando cada termo possui sinal contrario ao termo anterior, q < 0.

Exemplo 3.9 A progressdo geométrica (1, -4, 16, —64, ...) satisfaz a condi¢do, pois q = -4

e) Estacionarias: Se a; #0e a, =a3 =... =a, = 0. Isso ocorre quando q = 0.

Exemplo 3.10 APG (12,0, 0, 0, ...) satisfaz a condicdo, poisa; =12eq=0
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3.3  Foérmula do termo geral de uma progressao geométrica

As progressdes geométricas possuem um termo geral, isto é, uma lei que permite
determinar a posicao de certo termo. A partir da definicdo é possivel obter todos os termos de
uma PG se conhecer 0 seu primeiro termo a; e a sua razao q.

Teorema 4. Se (a,) € uma progressdo geométrica de razdo g, entdo:
ap=a;q"" (14)

para todo n inteiro positivo.
Demonstracao. Por inducdo matematica finita, tem-se:
1°) P(1) é verdadeira, pois
paran=1=a, =a,q"*
2°) Supondo que P(n), com n € N, seja verdadeira:

a, = a;q" * (hipétese da Inducio)
e prova-se que P(n + 1) é verdadeira.

Da definicdo 3.1, tem-se:

an+1
dn

= Q= an+1 = anl. (15)
Mas, por hipétese a,, = a;q" *, entdo, substituindo-se (14) em (15), tem-se:
ans1 = 0" %)
ans = a.qq"
aner = Q"

Portanto, P(n + 1) é valida para vV n € N.

Existem outras formas de se chegar ao teorema 4.
Seja progressao geométrica (a,) = (a4, a,, as, ..., ap—2, ap—1, 4, ...), para avangcar um
termo, multiplica-se o termo pela razdo; para avancar dois termos, multiplica-se duas vezes a
razéo, e assim sucessivamente (MORGADO e CARVALHO, 2014). Observe para outros
termos quaisquer:
ag = a3q° (a0 passar de a; para 0 ag, avancam-se 5 termos);

a4 = ag0° (a0 passar de ag para 0 a,4, avangam-se 8 termos);

ag = % (retrocederam 9 termos ao passar de azpara 0 a;,);

Para o0 termo geral, tem-se:
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a, = a,q" " (ao passar de a; para o a,, avancam-se n — 1 termos).

Outro caso, por recorréncia.
Seja a progressao geométrica (a,, a,, as, ..., ap, ...) de razdo g, entdo, por recorréncia,
tem-se:
az =a,q
az =ax(

ay = azq

ap = ap—10Q
Multiplicam-se membro a membro as (n — 1) igualdades, tem-se:
an = alqn_l
Exemplo 3.11 Em uma progressdo geométrica, o quarto termo vale 6 e o sexto termo vale 24.
Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?
Solugdo. Tem-se que ag = a,0° ao passar de a, para o ag, avangam-se 2 termos. Logo, 24 =

60° e g = 2. Analogamente, a, = azq = 24.2 = 48. O sétimo termo vale 48.
3.4  Propriedades de uma progressao geométrica

Propriedade (G1). Seja (a,) uma PG finita, o produto de dois termos equidistantes dos
extremos € igual ao produto dos extremos.
Demonstragao. Seja a PG finita (a4, a3, as, ..., ap, ap41, .-y An—p, .-, ap) d€ razédo q.
Os termos ap 4 € ap_p S0 equidistantes dos extremos, pois antes de ay,,; existem p (p
+ 1 -1 =p) termos e depois de a,_, existem, também, p (n — n + p = p) termos. Entdo, resta
prova-se que:
Ap+1@n—p= A13p.

Assim, usa-se a formula do termo geral em a4 € a,_p, isto €:

Ap+1 = a; o (16)
e
dn—p = alqn7p71 (17)

Agora, multiplica-se (16) e (17), tem-se:
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p1_ -1 _
(ap+1)(@n-p) = a;qPa; 0" P =a;a,0" = aja,

Propriedade (G2). A sequéncia (a, b, ¢), com a # 0, ¢ PG se, e somente se, 0 quadrado do
termo médio é igual ao produto dos extremos, isto é, b® = ac.

Demonstracéo. A sequéncia (a, b, ¢c), com a # 0, é PG se, e somente se, existir uma constante

g tal que:
b=aq (18)
e
c=bhq (19)
Como a # 0, entdo escrevem-Se:
b
= - 20
q=7 (20)
Substitui-se (20) em (19), tem-se:
_nb 2 _
c—b.; © b = ac. (21)

Uma consequéncia das propriedades (G1) e (G2) é: seja (a,) uma PG com numero impar de
termos, o quadrado do termo médio € igual ao produto dos extremos.
Demonstragéo. Seja a, 0 termo meédio da PG (ay, ay, ..., ap—1, ap, 8p41, -, An), COM NUMEro
impares de termos.

Entdo, a sequéncia (ap—1, ap, ap4+1) também é uma PG.

Assim, pela propriedade (G2), tem-se que:

312) = dp-1dp+1 (22)

Mas, os termos a,_,, € a,4q S30 equidistantes dos extremos a; e a,. Logo, pela

propriedade (G1), tem-se que:

dp-19dp+1 =aidp (23)
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Portanto, por (22) e (23) tem-se que:
ap = ajay (24)

Exemplo 3.12 Seja (a,) uma progressao geomeétrica de termos 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. Mostre
a validade das propriedades das progressdes geometricas (G1), (G2) e a consequéncia das
duas.
Solucéo.

Por (G1), tem-se:

2.128 = 4.64 = 8.32 = 256
Por (G2), tem-se:
4*=2.8,8°=4.16, 16° = 8.32, 32° = 16.64, 64° = 32.128
Pela consequéncia de (G1) e (G2), tem-se:
16%=2.128

3.5 Interpolacdo geométrica

Interpolacdo geométrica é um dispositivo pratico que ajuda em muitos casos de
resolucdes de problemas envolvendo progressdao geométrica. Esse dispositivo consiste em
determinar quais nimeros, em uma certa quantidade n fornecida, devem ser inseridos entre
dois numeros dados de modo que estes n + 2 nimeros formem uma progressao geometrica.
Inserindo k meios geométricos entre os entremos (a; e a,) de uma PG para tanto, essa
progressao terd k + 2 termos. Para determinar os meios dessa PG é necessario calcular a razao
gue pode ser feito dessa forma:

Pelo termo geral (a, = a;q" %) da PG e com k + 2 termos, a razio vale:
- n-1 _ k+1 dn _ k+1 _k+1a
an=af" > a,= a0t =g g (25)

Dessa forma, tem-se a expressao acima que nos permite calcular a razdo de uma PG,
inserindo k meios geométricos entre 0s extremos.
Exemplo 3.13 Quantos termos terdo a PG quando se inserem k meios geométricos entre 5 e

320, sabendo que a razéo da PG vale 2?
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Solucéo. Seja a PG de termos (a4, ay,..., a5). Como foram inseridos k meios geométricos,
entdo a progressao tera k + 2 termos.
Note que o termo geral da PG é:
a,=a.;q" .
Substituindo a;=5, a,= 320 e n = k +2, tem-se:
320 =521 ¢ =64 521 =25 k=5

Portanto, a progressdo geomeétrica tera 7 termos, poisk=5=n=7.
3.6 Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica finita

Assim como nas progresses aritméticas, é possivel também obter nas progressdes
geométricas uma férmula que permite determinar a soma dos n primeiros termos pelo teorema
a sequir.

Teorema 5. Se (a,) € uma progressdo geométrica de razdo g, entdo:

n
_a1q T

= 26

para todo n inteiro e positivo.

Demonstracéo. Seja a PG (a4, a,, as, ..., ay) € S, @a soma dos n primeiros termos:
Sp=a;ta,+taz+..+a,_1+a, (27)
Multiplica-se por q (q # 0) ambos membro da igualdade (27), vem:
0S, =d(a; +a; +az +..+a, 4 +ay) (28)
Aplica-se a distributiva no segundo membro da igualdade (28), tem-se:
Sy =az+ag+a+..+a, +asq (29)
Fazem-se (29) — (27) tem-se:

an_ Sn: (az taztagt+..+a, +anq)_(al taztaz+..+ay 4 +an) =

= Sn(g-1)=a,q-ay.



Como a,= a;q" %, vem:
Sn(@-1)=a,0"'q-a; = Sy(q-1)=a,;q"-a,
Portanto,

__as(q"-1)
S, = P ,q# 1

Outra demonstracao do teorema 5. Por indugdo matematica finita, tem-se:

_ a1q"-ay
Sh = 1 ,q# 1.
1°) Verifica-se que P(1) é verdadeira.
Para n =1, tem-se:

1
a;ql-a; a;(q-1)
= =& =
Sl q—1 Sl q—1 S]_ a]_

2°) Supondo que P(n), com n € N, seja verdadeira, isto é:

S, = &;al (hipétese de Inducio).

E prova-se que P(n + 1) é verdadeira.

Como S,+1— S, =a;q", entdo S,41 = S+ a,q"

P A a;q"-a; e
Mas, por hlpotese Sn = T’ entao:

_ n _ 219" n _a;9"-a;+a;q"(q-1)
Sn+1=Spt 210 ©Spyq = - +a;0 © Spyq1= 1 S
ai(q"-1+q"*1-q" a(@"*1-1 a;q"*1-a,
< S = S == — S ==
n+1 q-1 n+1 q-1 n+1 q-1

Portanto, P(n + 1) é valida v n € N.
Agora, se razdo g = 1, a formula acima ndo pode ser aplicada. Nesse caso, todos 0s
termos da PG sdo iguais. Assim,
Sp=a; +ta,taz+..+a,

=—a;+a;tat+..+
Sn=a1t ay a‘1 .. tag

n vezes
Sh=n.a,

11

Exemplo 3.14 Calcular a soma dos 7 primeiros termos da PG (9,5,

1,3,9,...)

Solucéo. Aplica-se 0 Teorema 5, isto é:

_a(q"-1)
Sp =",

paraalzi,q:Ben:I

Entao,

41
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1 1
5(37-1) _ 5(2186) _ 1093
Sg = - - .
3—-1 2 9

Exemplo 3.15 Calcular a soma dos 20 primeiros termos da PG (3, 3, 3, 3, 3, ...)
Solucd@o. Como a PG ¢é constante, isto é, g = 1, entdo a soma dos 20 primeiros termos é dada
por:

Sp=n.a; = S,p=20a; = S,, =20.3=60.

3.7  Soma dos termos de uma progressao geométrica infinita

Diferente das progressdes aritméticas, que nao sao possiveis computarem a soma dos
infinitos termos, as PGs de infinitos termos sdo computadas, desde que a razdo g encontra-se
num intervalo aberto (-1, 1) .

Teorema 6. Se (a,) € uma progressao geomeétrica de razdo |q| < 1 e S, € a soma dos infinitos

termos da PG, entdo

Soo =T (30)

para todo n inteiro positivo.
Demonstracéo. Note que a soma dos n primeiros termos de uma PG de razdo q, q # 1, é dada
por:

a;(1—q")
1-q

Entdo, fazem-se o produto de a, por (1 — q™) e escrevem-se a expressao em soma de

Sp =

fracdes tem-se:

n
— A1 &q

N 1-q  1-q°
Como || < 1 implicaem —1 < g < 1, tem-se que g" tende a zero quando n tende a mais
infinito (+o0).

Assim, a expressao

a1q 0
1-q
Logo, a expressao
Sn — A 511qn_> a

guando n — +oo, isto é:
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Portanto, tem-se:

Exemplo 3.16 Determinar a geratriz da dizima periddica D = 5,444...
Solugéo. Note que D=5+ 0,4 + 0,04 + 0,004 + ...

Mas 0,4 + 0,04 + 0,004 + ...
é uma PG infinita de primeiro termo a, = 0,4 e razdo q = 0,1.

Entéo, aplica-se o teorema 6, isto é:

Seo = —2
[o] 1—q.
Logo,
Seo = —— = S, =
1-0,1
Assim,
D=5+:=D=2,
9 9

3.8 Produto dos termos de uma progressdo geométrica

Teorema 7. Se P, é o produto dos n primeiros termos de uma progressao geométrica de razdo

n(n-1)

g, entdo P, = alq z ; paratodo n inteiro e positivo.
Demonstracéo. Pelo termo geral, tem-se:
a; =g
az =a,q
az = a0’

_ 3
s = a.q

_ n-1
ap = alq

Multiplica-se membro a membro as igualdades, vem:
3 n-1

- 2
ai.dz.az...ap =3;.31.31..31. 0.0°.0"...

n fatores

Entao,

— 1+2+3+.+n-1)
P, =a} q(
1-
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Mas (1 +2+3+.+n-1)= @ pois representa-se uma PA de primeiro termo

igual a1, razdor=1en— 1 termos.

Assim,

n(n-1) (31)

P, = aj.q
Exemplo 3.17 Calcular o produto dos 5 primeiros termos da PG (2, 6, 18, ...).

Solucéo. Aplica-se o Teorema 7, que é

Comoa;=2,n=5eq=3, entdo

5(5—1)
P;= 2532 =P =239

3.9  Casos Excepcionais de progressao geometrica

De maneira similar a PA, é importante representar algumas progressées geomeétricas
por meios genéricos, ou seja, uma progressao geomeétrica de trés, quatro ou cinco termos, pois

esses casos resolver-se-a problemas envolvendo progressdes geometricas.

1°) A sequéncia (2 X, xq) é uma PG de trés termos e razdo g, para quaisquer valores de x e q,

com q #0.

A progressdo geométrica com termos (X, Xg, xg°) pode ser adotada, mas s serve para
criar denominadores e complicar o processo de resolucdo, ou seja, é desnecessario. (LIMA et
al, 2006)

2% A sequéncia (%,ﬁ,xq, xq3) é uma PG de quatro termos e razdo g para quaisquer valores
dexeq,comq#0.
3% A sequéncia (%,E,x, Xq, qu) é uma PG de quatro termos e razdo g° para quaisquer

valores de x e q, com q # 0.

Exemplo 3.18. Em uma progressdo geométrica, o produto dos trés primeiros termos é 8.

Determine esses termos, sabendo que soma do segundo com o terceiro é 18.

Solucdo. A representacdo mais adequada € (E,x, xq) qguando se conhece o produto dos trés

termos.

Entdo, tem-se:
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2- xxq=8=x3=8
e
x+xq=18
Sendo assim, x =2 e x + xq = 18.
Substituem-se x = 2 em x + xq = 18, obtém-se:
2+20=18=>q=8.

Logo, a PG (g,x,xq) parax=2eq=86 (%,2,16).

3.10 Usando progressdes geométricas nas resolucgdes de problemas

Problema 3.1 Prove que, se X, Yy, z estdo em PG, nessa ordem, entdo:
X+y+2)(x-y+2)=x"+y +7°
Solucéo.
Fazem-se a distributivaem (x +y + z)(x — y + z), tem-se:
X2+ 2XZ — V? + 22
Como X, y e z estdo em PG, nessa ordem, entéo pela propriedade (G2) tem-se y* = xz.
Assim, vem:

X+ 22X - Y+ P =X+ 2y — Y+ P =X+ Y+ A

Problema 3.2 Se (a,) € uma progressdo geométrica de termos positivos, prove que (b,)
definida por b, =loga,, € uma progressao aritmética.
Solucéo.

Como b, — b, =loga,;; —loga, = log% = log q = constante, sendo g a razéo

da progressao geométrica (a,), entdo (b,) € uma progressao aritmética.

Problema 3.3. Mostre que, se a, b, ¢, d, nessa ordem, estdo em PG, entdo vale a relagdo:
(b—c)?=ac + bd — 2ad.
Solucéo.
Como (a, b, ¢, d) estdo em PG, entéo por (G1) e (G3), tem-se:
b® = ac
¢*=hd
e
ad =bc
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Assim, tem-se:
(b—c)?=b*—2bc +c®>=ac + bd — 2ad

Problema 3.4 Prove que néo existe uma PG que tenha os nimeros 2, 3 e 5 como trés de seus
termos.
Solucéo.
Suponha que (ak)x=1 seja uma PG de razdo g, tal que ap, = 2, a, = 3 € a, = 5, para todo
natural dois a dois distintos m, n e p. Entéo, pela Teorema 4, tem-se:
9" '=2a,9" ' =3ea, "1 =5
Dividi-se membro a membro a primeira e a segunda igualdades acima, assim como a

primeira e a terceira igualdade, obtém-se respectivamente

m—-n

m-p

Simplifica-se (I), tem-se:
2P gM=3m-P
Portanto, a Gltima igualdade acima contradiz o fato de que todo nimero natural maior

que 1 admite apenas uma fatoragdo como produto de poténcia de primos.

Problema 3.5 Demonstre que, se (a;, a,,, as,, ...) ¢ uma PG, com termos todos diferentes de

~ 1 1 1 , ,
Z€ero, entao (—,—,—, ) também é PG.
d; ap as
Solucéo.
Como 2 =2 = ... = g, entdo:
a; az
(i 11 )
31’32,33,
é uma PG, pois
1 1 1
(a_z_a_e»_ .. — _an —...>—(ﬂ_a_2_ — 3n-1 _ _1>
2 =2 — .= fn = =32 _ . = — . =1
; 5 P— az az dp q

1 , ~ 1
,—, ) ¢ uma PG de razdo -

Portanto, (al )
1 3

& =

Problema 3.6 Mostre que, se (a;, a,, a3, ...) ¢ uma progressdo geométrica, entdo 0 mesmo

ocorre com (aq, as, as, ...) € (ay, a4, ag, ...).
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Solucéo.

Como (ay, a,, as, ...) ¢ uma PG, entdo:

dz _ as

al az_.-._q'

Noteque,

3333 32 _ 23 _35 A _ 2

a3 az a1 q,as dz az q
Entdo, (a;, a3, as, ...) é PG de razdo g°.
Agora, como

A4 _ 3¢ 33 _ 2 36 _3s E_

az az az q,a4 asg q’

Entdo, (a,, a,, ag, ...) também é PG de razio g°.

Problema 3.7 Sejaa, b>0; a, A;, A,, b estdo em progressao aritmética; a, G, Gy, b estdo em
progressdo geométrica. Mostre que A;A, > G, G,
Solucéo.

Se a, G4, G,, b é uma PG, entdo G, G, = ab.

Sea,Al,Az,béumaPA,entéob:a+3r:>r:%.

Mas,

b—-a _ 2a+b

Ajma+r=a+—= .
3 3

2(b—- a) a+2b

3

A,=a+2r=a+——
Como a, b >0, entdo G;G, > 0. Logo, tem-se:
A1A;—-G1G, =0 (D)

. 2a+b a+2b
Agora, substituem-se A;= aT A,=

(2a3+b> ( a+32b) —ab>0= 2(a3b) 20= A1A; 2 GGy,

Problema 3.8 Mostre que

11..1= =2 yno
L= n=1.
n algarismos

Note que:
11..1,=1+ 10+ 10%+ ... + 10" %,
e

n algarismos

Como (1 + 10 + 10% + ... + 10" 1) é uma progressdo geométirca de razdo q = 10 e n

termos, entdo pelo Teorema 5, tem-se:
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S — a;q"-a; _ 1.10"-1 _ 10"-1
n q-1 10-1 9

Problema 3.9 Considere a sequéncia (a,) definida por a;, =9 e 3a,,; + a,= 4, paran > 1.

Seja S, a soma dos n primeiros termos dessa sequéncia e b,, = a,— 1. Mostre que (b,) é uma

progressdo geométrica e, ainda, determine o menor inteiro positivo n, tal que |S,— n — 6| <

1
T, bara todo n >n,.

Solucéo.

Se:

Comoa; =9eb,=a, — 1, entéo,
b;=a; —-1=9-1=8.
Note que,
b,=a,—1=a,41=bps1 + 1.
Por outro lado,

3aps1+ ay= 45 3(bpys + 1) + (by + 1) =4 2 byyy = — by,

Portanto, (b,,) € uma PG de razéo — % e primeiro termo igual a 8.

Agora, como S,, é a soma dos n primeiros termos da sequéncia (a,) e a, = b,+ 1, tem-

Sp=a;+a;+...+a,
Sp =(by +1) + (b +1) + ... + (b, + 1)
Sp =(b; + byt ... +by)+n

Mas (b,,) é uma PG, logo

Sn - bl(qn_l) +

n,
q-1

Comoq:—éeb1=8.

Assim,
1 n
Sn=6-6(—3) +n
Portanto,
1
S —n—61=6(5)
Visto que

6 7
1 2 1 1 1
3 243 125 729 3

Assim, 0 menor inteiro é ny="7.
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Problema 3.10 Mostre que nédo existe valor real de x tal que a sequéncia (-4, x — 1, X + 1)
seja uma progressdo geomeétrica.
Solucéo.

Pela propriedade (G2), tem-se:

(x—1)>=—-4x+1)=>x*+2x+5=0

Como x2 + 2x + 5 = 0 é uma equacio de 2° grau e o discriminante dela é menor que

zero, isto é, A < 0, entdo:
Ax e R

Portanto, ndo existe valor real de x que torna a sequéncia (— 4, x—1, x + 1) uma PG.

Problema 3.11 Uma PG finita tem n termos. Sendo S a soma dos termos, S' a soma de seus

n
inversos e P o produto dos elementos, prove que P? = (5) :
Solucéo.

i 2 n-1 5 11 1 1 ) 30 L
Seja(a, ag,aq’, ...,aqg “)umaPGderazdoqge (a'aq‘an' e Tqne de razéo .

Entdo, elevam-se a n os dois membros da igualdade, isto é:

g=a@-y  gn_a(q’-»"
q-1 (@-* 0

De forma anéloga em S’, isto é:

1/ 1
S ) B L L LI
1 adl@ anqn(-1(g-1)n

Fazendo a razdo de (1) para (I1), tem-se:
afl(qn-nn
(S )n _ @-nn___ _at@'-n" atq"®~D(g-n"

__@-ot 7 (g-pn n_)n
D g (a-1) (@"-1)

— aann(n—l).

n
Como o produto P = (a;a,)z, entdo P? = a2"qn(-D),
2 _ (S\"

Portanto, P~ = (S,) .
Problema 3.12 Seja (ay)n=1 Progressdo geométrica com termo inicial a; positivo e razdo r >
1, e S, a soma dos n primeiros termos da progressdo. Prove, por inducgéo finita, que S, <
ian, para qualquer n > 1.
Solugéo.
i) Paran = 1 a desigualdade é verdadeira:

Como r > 1, entéo é >1;eS,=a; >0, entdo S;=a; < ﬁal.
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ii) Suponha que a desigualdade vale para n, isto é:
S < ——ay, (hipbtese de indugo)
Entdo, prova-se que ela vale paran + 1.
Note que
Sn+1 = Sn + aAns1,
pois S,,., é a soma dos primeiros n termos adicionada do termo n + 1.

Usa-se a hip6tese de inducdo e adiciona-se a,,; em ambos os lados da desigualdade,

tem-se:
r r
Sp < :an S Sy < :an + any1-
Como se trata de uma progressao geométrica a,,; = r.a,, OU seja, pode-se trocar a,,
por ntt,
Entdo,
I . 3n+1
Sn+1 < —1 HT + an+1
isto e,

r

1 —
Sn+1 = (7 + Danss = 5 an4,

Portanto, Sp1 < ——any;.

Problema 3.13 Mostre que o primeiro termo de uma progressao geométrica infinita € um
numero multiplo de 5, sabendo que soma dos termos de ordem impar dessa mesma progressao
é 20 e a soma dos termos de ordem par é 10.
Solugéo.
Note que:
a;+as +ag+..=20erazdo g’
a,+a, +ag+..=10razdo ¢
Agora, seja S; a soma dos termos de ordem impar da PG infinita e S, a soma dos

termos de ordem par, isto é:

Si= T 20eS, = i 10,
de onde vem:
Sp_a _10_1
S a; 20 2
isto é,
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Substituem-se q = %em S;. Logo, a;=15.

Problema 3.14. Sendo-1<q< 1, e asoma
S(q) =12+ 12r+ 12r7 + 128 + ...,

Ou seja, uma soma de PG. Para um certo o € | -1, 1[, temos a equagdo S(a)S(—a) =2016.
Qual o valor de S(a) + S(—a)?
Solucéo.

Como a razéo pertence ao intervalo ]-1, 1[, temos uma PG decrescente com S(q) o seu
limite da soma.

Assim, tem-se que:

a; =12.

12

S(0) =12 + 120+ 1202 + 1203 + ... = — ()

12 an

1-(-)

S(-a) =12 — 120 + 126> - 12a® + ... =

Mas,
S(a)S(—a) = 2016 (III)

Substituem-se (1) e (1) em (111), tem-se:
= 22220161 —a? =— (IV)

1-a 1+«
Agora, fazem-se:

12(1+a) +12(1— «)

-1z 12 o) =
S(0) +S(-a) =10 + 755 © S(@) + 5(-) (1-0)(1+0)

& S(a) + S(—a) =

24
1-a? (V)

Substituem-se (1V) em (V), tem-se:

2 -2 2414 =336
1-a? =

S(a) + S(—0) =

Portanto, o valor de S(a) + S(—a) ¢ 336.

Problema 3.15 Prove que em toda progressao geomeétrica tem-se que:
Sr21 + S%n = Sn ' (SZn + SBn)
Solucéo.
Note que:

_ a1 (q"-1) _ ai(@®"-1) _ a(g3"-1)
Sp, = —q—1 v Sop = —q—l e Sz, = —q—l .

Logo,



2 — a% . n_ 1\2 2n _ 1321 —
— 4 ron_ 1 2n __ 3n __
2
- (qi11)z ' (q4n + qzn* 2q" +2).
Entao,

Sr21 + S%n =Sy (SZn + S3n)

52

an + 2) = Sn(SZn + S3n) =

("~ 1)+ " -2) =
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4 SEQUENCIAS ESPECIAIS

No ensino médio, assim como nos vestibulares, sdo abordadas sequéncias como as
progressdes aritméticas e geometricas. No entanto, existem outros tipos de sequéncias, que

sd0 as progressdes harmdnicas, aritmético-geométricas e geométrico-aritméticas.
4.1  Progressdao Harmonica
4.1.1 Definicdo de uma progressao harmonica

Definicdo 4.1 Define-se progressdao harménica (PH) a sequéncia (a,) de termos (a;, a,, as,
..y dp, ...) NA0 nulos tais que seus inversos formam uma progressdo aritmética de primeira

ordem. Sendo assim, a sequéncia (a,, a,, as, ..., a,, ...) € uma progressdo harmonica se, e

1 1 1 1 ~ . o . .
somente se (a_’ PRI ) forma uma progressao aritmetica de primeira ordem.
1 a2 as n

Exemplo 4.1 A sequéncia (a,) = (1, 3, -3, -1, —%) € uma progressao harmonica, pois a

a

sequéncia ( ! ) forma uma PA, isto €, (1, % —i, -1, - g). Assim,

1 1 2
r=———--= —-
3 3 3

1 2
r=—1+4-=-3=
3 3

5 2
r=—>+1=-=
3 3

Exemplo 4.2 A sequéncia (b,) = (5, 5, 5, 5, ....) € uma progressao harménica, pois

=0,..).

1 ., ~ ~ . ~ n -
Portanto, como o €uma PA de razdo r = 0, entdo b, uma progressdo harmonica.
n

1 1 1 1 1
(-3=02-21=0.,3-
5 5 5 5 5

ul |-

4.1.2 Termo Geral de uma progressao harmonica

Assim como as progressdes aritméticas e geométricas, a progressao harmonica possui

um termo geral, isto €, uma lei que permite determinar a posicao de certo termo.

Considere (a;, a,, as, ..., a,, ...) uma progressdo harménica. Entdo, a sequéncia
1 1 1 1 , ~ - s ~ _Qaj—az
(—,—,—, ———, ) é uma progressao aritmética de razdo r = =——=2,
a; az as an aiaz
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Como a,=a; + (n—1)r é o termo geral da PA, entdo ai = ai + (n—1)r é o termo geral
1

n

de uma progressdo harmonica. Mas r = % entéo do termo geral da PH segue-se:
142
1 1 1 1 -
—==+M-1r=>—=—+(n-1).2=2
an a4 an a1 a;az
Agrupando os termos, tem-se:
aqdp

(32)

an T (- D@

Portanto, a, € o termo geral de uma PH.

1

p ...). Determine o oitavo termo dessa

Exemplo 4.3 Seja a progressdo harmonica (-1, —i, —
progresséo.

Solucéo. Pelo termo geral da PH tem-se:

_ (—1).(_%) —
C e G

4.1.3 Propriedades de uma progressdo harmonica

As propriedades das progressdes harmonicas sdo resultados de algumas propriedades
das progressoes aritméticas.
Propriedade (H1). Para toda progressdao harmdnica, quaisquer trés termos consecutivos sdo
tais que o segundo é a média harménica dos outros dois.
Demonstracao.
11

. n ~ aA = ~ 1 ~
Sejam a, b e c trés termos de uma progressdo harmdnica. Ento, (; B'E) sd0 termos

de uma progressao aritmética. Assim, de acordo com a propriedade (P1) da PA, tem-se:

at+c

1.1
—ac - _ac
2 b 2

ol

Organizando os termos em fungéo de b, tem-se:

2ac
— 33
b atc (33)

Propriedade (H2). Sendo P o produto dos n primeiros termos de uma progressao aritmética,

entdo o produto dos n primeiros termos da PH é igual a %.
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Demonstracéo. Sendo p = a;a,as...a,, onde a4, a,, as, ..., a,, S40 termos da PA, tem-se que

0 produtos dos n primeira da PH é % -1t 111

daq 4dz az dp
. A - 1 1 - ~ A =
Exemplo 4.4 Determinar x de modo que a sequéncia (g,x, ;) seja uma progressao harménica.

Solucéo.
Pela propriedade (H1), tem-se:

1\/1 2
‘= 26)G) _ 1
T I, T 10T
3 7 21
1 A . 1 1\ .
Portanto, para x = S asequencia (5, X, ;) € uma PH.

4.2  Progressdo aritmético-geométrica
4.2.1 Definicdo de uma progressao aritmético-geométrica

Definicao 4.2. Define-se progressdo aritmético-geométrica (PAG) toda sequéncia na qual os
seus termos sdo obtidos a partir de duas progressdes (progressdo aritmética e progressao
geomeétrica), isto é, os termos das progressdes sdo ordenadamente multiplicados, desde que o
primeiro termo da PG seja igual a 1 e a razdo diferente de zero (LOPES, 1998; PAIVA,
2010).

Seja a PA de termos (a; a;+r, a; + 2r, ...). Como o primeiro termo da PG ¢é igual 1
(pela definicdo de PAG), entdo tem-se uma PG do tipo (1, g, g% ...). Mas, como a PAG é o
produto dos termos ordenadamente das duas progressoes, entdo se escreve a PAG assim, [aq,
(a; + g, (@; + 2nNg% (a; + 31N, ..]. As razdes r e q (q # 0) sdo, respectivamente, das
progressdes aritméticas e geométricas.
Exemplo 4.5 A sequéncia (2, 15, 72, ...) é uma progressdo aritmeético-geométrica, pois 0s seus
termos sdo produtos de PA e PG ordenadamente, isto é:

(2.1,5.3,8.9,..)

Os termos da PA sdo (2,5, 8, ... ) eda PG (1, 3, 9, ...). Além disso, tem-se 0 primeiro

termo da PG igual a 1 e razdo q # 0.

4.2.2 Termo geral de uma progressdo aritmético-geomeétrica

Na progressdo aritmético-geométrica o termo geral é obtido a partir do produto dos
termos ordenados da PA e PG, isto ¢, quando se avangam, termo a termo.

Seja (A4, Ay, As, ..., Ay, ...) Uma progressdo aritmético-geomeétrica. Entéo,
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A=(A1+r1)-q
Az=(A; +2r)-g°
As=(A +31)-¢3

Assim, o termo geral de uma PAG é:
Ay =[A+(n-1)r]-q" 1 (34)

Demonstracao. Pelo principio da inducdo finita, tem-se:
1°) P(1) é verdadeira, pois
Ap=[Ar+(n-Dr]-q" ' A =[A+(1-Dr]-q' "t A=A
2°) Supondo que P(n), com n € N, seja verdadeira:
A, =[A;+ (n—1)r]- g™~ (I) (hipotese da Inducdo)

e prova-se que P(n + 1) é verdadeira.

Da defini¢do de PAG tem-se:

Arr1=AL.g+r.g" (1)
Mas, por hipétese A, = [A; + (n—1)r] - g™ ~ ! e substituindo (1) em (II), tem-se:
Asi=[A+(n=Dr]-q" " Lg+r.q" @A+ 1=[A+(=-Dr]-q" +r.q" &
Anii=[Ar+t(n=Dr+r]-q" © Av+1=[Ar+nr]-q"

Portanto, P(n + 1) é valida para vV n € N.

Exemplo 4.6 Seja (a,) uma progressdo aritmético-geométrica (-1, 2, 12, ...). Determine o
sexto termo dessa progresséo.
Solucéo.
Como (-1, 2,12, ...) é uma PAG, entdo
(-1.1,1.2,34,..),
que temcomo razbesr=1-(-1)=2eq= % =2.
Assim, pelo termo geral da PAG tem-se:
Ag=[-1+(6-1)2]-2°" 1o A; =288

4.2.3 Soma dos n primeiros termos de uma Progressdo aritmético-geométrica

Teorema 8. A soma S, dos n primeiros termos de uma PAG ¢é dada pela seguinte formula:
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_ a;(1—q™) , rq[1-ng""*+(n-1)q"]
= nD e e g1 )

Demonstracao.
Seja (A4, A,, Az, ..., A,) uma progressao aritmético-geométrica. Como S, = A; + A, +
A; + ...+ A, éasomados n primeiros termos da PAG, entdo por definicdo, tem-se:
Sn=ay + (ar+ NG+ (ar+ 2n0g° + ... + [ag+ (- rjg"* (36)
Multiplica-se em ambos os membros da igualdade (36) por g, segue-se:
0Sy = ga; + (ag +NG° + (ay + 200 + ... + [a; + (01— 1)r]q" (37)
Fazem-se a diferenca entre (36) e (37), tem-se:
Sa(l—a)=a; —a,q"+r(@+ g’ +..+q" )~ (n-Drq" (38)

_ Ah—-1
Comol+q+qi+.+q" 2= q(quq) , pois é soma dos termos de uma PG, entéo:

Sa(1-06) = ay(1- ") + rg 2=~ (- Dr” (39)
O que implica em:
Sa(L— ) = ay(1 - ) + rg L) (40)

Assim, segue-se:

_ a1(1-q" | rq[1-nq"'+(n-1)q"]
1-q (1-9)?

n

Exemplo 4.7 Dada uma progressdo aritmético-geométrica de termos (1,1, %%)

Determine a soma dos dez primeiros termos dessa progressao.
Solucéo.
Note que da PAG, a progressdo geométrica tem como primeiro termo igual 1, entéo

segue-se também o primeiro termo da PA igual a 1.
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, - ) . 2
Para o segundo termo € necessario também encontrar o terceiro termo. Como 1 = > =

2-le§:3.
2 4

-

, entdo as duas progressoes sao (1, 2, 3, ...) e (1, % i, ...), respectivamente,
progressao aritmética (r = 1) e geométrica (q = %).
Assim, pelo Teorema 8, tem-se:

L= | gm0 ao-0B)"] _ s
Si0 = T— + 209

(1_1)2 128

4.3  Progressao geométrico-aritmetica
4.3.1 Definigdo de uma progressao geométrico-aritmética

Definicdo 4.3 Chama-se progressdo geométrico-aritmético (PGA) toda sequéncia na qual os
seus termos sdo obtidos a partir de duas progressdes, (progressdo aritmética e progressdo
geomeétrica), ou seja, 0s termos das duas progressdes sdo ordenadamente somados, desde que
0 primeiro termo da PA seja igual a zero (PAIVA, 2010).

Seja a PG de termos (a; a;q, a,q% ...). Como o primeiro termo da PA é igual zero
(pela definicdo de PGA), entdo tem-se uma PA do tipo (0, r, 2r, 3r, ...). Mas, como a PGA é a
soma dos termos ordenadamente das duas progressoes, entdo se escreve a PGA dessa forma,
[a;, (a9 + 1), (a;G° + 2r), (a;q° + 3r), ..]. As razdes r e q sdo, respectivamente, das
progressdes aritméticas e geométricas.
Exemplo 4.8 A sequéncia (2, 5, 10, 19) é uma progressdo geométrico-aritmética, pois na
PGA € necessario o primeiro termo da PA seja igual zero, entdo tem-se o primeiro termo da
PG igual a 2. Para se conhecer o segundo, terceiro e quarto termo da PGA deve-se escrever 0s

termos em soma de dois termos, isto é:

5=1+4
10=2+38
19 =3 + 16.

Assim, tem-se a PA de termos (0, 1, 2, 3) e a PG (2, 4, 8, 16).

Portanto, (2, 5, 10, 19) é uma progressdo geométrico-aritmética.
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4.3.2 Termo geral de uma progressdo geométrico-aritmeética

O termo geral de uma progressdao geométrico-aritmética é obtido pela definicdo de
PGA e também observando o padrdo dos seus termos.
Seja (A1, Ay, As, ..., Ay, ...) uma PGA, entdo tem-se:
A,=aq+r
Az = a0 +2r

Ay=a, 0> +3r

An=a;q" Y+ (n-)r

Assim, o termo geral é dado por:
Ap=a, "+ (n—1)r (41)

Demonstracao.
Pelo principio da indugdo finita, tem-se:
1°) P(1) é verdadeira, pois
Ap=a "t +(n-Dr=2A,=a,q" +Q-)r=A,=a,
2°) Supondo que P(n), com n € N, seja verdadeira:
A, =a,q" "+ (n—)r (1) (hipétese da Inducéo)
e prova-se que P(n + 1) é verdadeira.
Por hipotese, tem-se:
An=aq" "+ (n-1)r
Multiplicam-se e adicionam-se ambos 0s membros da igualdade (1), respectivamente,
arazdo qdaPGer[n(1-q) + q], tem-se:
Apg +r1[n(1-0) + gl =a,q" + (n - 1)rg + r[n(1 - q) + g,
isto &,
Aptr=a:q"+ (n—1)rg +r[n(1 - q) + .
Logo,
Apyr =a.q"+rng—rg+rn—rnq+rq.
Entéo,
Apyi = a0 +1q.

Portanto, P(n + 1) é valida para vV n € N.
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Exemplo 4.9 Seja a progressao geometrico-aritmética (i, 1, 2, ...). Determine o oitavo termo
dessa progresséo.
Solucao. Seja (by,) a progressdo aritmética e (c,) a progressao geométrica.

Como o primeiro da PGA é % e pela definicdo o primeiro de termo da PA é zero,
entéo,

b;=0ec, :i, poisA;=b; + ¢,

Como b, + ¢c; =1ebs+cg =2, por inspecédo, tem-se:

1

b2:_

1 . ,
2, b3 = 1, CZ :EeC3 :1, |St0e,
arazéodaPAérziedaPG,q=2.
Sendo assim, por (41), tem-se:
77

Ap=aiq" (1) & Ag=1- 2271+ (B-1).c S Ag=

4.3.3 Soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrico-aritmética

Teorema 9. A soma dos n primeiros de uma progressao geométrico-aritmética é dada por:

a;(1-q" = (n—-1nr
Sp = 2 B £ (42)

Demonstracéo. Seja a, uma progressao geometrico-aritmética de termos (A4, A,, As, ..., Ay).
Agora, seja S,, a soma dos n primeiros da mesma progressao, isto é:
Sy=A; +A,+As +.+ A,
Como
A,=a;q+r Az =a,q°+2r, ..., Ay, =a,q" + (n—1)r
Entdo, pode-se escrever assim,
S,=a;+a;q+r+a;q°+2r+...+a, 0"+ (n-1r.
Agrupam-se 0s termos, tem-se:
Sy=a(l+q+ff+...+q"H+rl+2+..+(n-1)]

1- n(n-1)

2

Comol+q+g°+..+q" = , respectivamente, a

?;e1+2+...+(n—1)=

soma dos termos da PG e a soma dos termos da PA, entdo:

:al(l— qM + nr(n—1)
n 1-q 2
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Exemplo 4.10 Seja a progressdo geométrico-aritmética (1, 8, 24, ...). Determine a soma dos
setes primeiros termos dessa progressao.
Solucéo. Considere A, a progressdo geometrico-aritmética, b,, a progressao aritmética e c, a
progressao geométrica.

Como o primeiro da PGA é 1, e pela definigdo o primeiro termo da PA é zero, entdo,
tem-se:

b;=0ec; =1,poisA; =b; +¢;
Como b, + ¢, =8 e bs + c3 = 24, por inspecao, tem-se:
b,=4,b;=8,c, =4ec3 =16.

Logo,arazdo daPAér=4edaPG, q=4.

Assim, pelo teorema 9, que é a férmula da soma dos n primeiros termos da PGA e
tendoa; =1,n=7,r=4eq=4, tem-se:

47 — _
S7:1(1 &) | 740 1)@58: 1_6:83+ %(:)58:5545.

1-4 2

4.4  Usando sequéncias especiais nas resolucdes de problemas

Problema 4.1 O primeiro termo de uma progressao harmonica € igual 2 e tal que 5a; = —a;.
. ~ 5
Mostre que o oitavo termo dessa progressao vale — p

Solugéo.
Note que como o primeiro termo vale 2, entdo a; = —10. Pela propriedade (H1), a, é
média harménica entre os inteiros a; € as.

Sendo assim:

_22(-10) _
Q2= )

Agora, pelo termo geral da progressdo harménica calcula-se o oitavo termo, isto é,
2.5 5

dg = 5+(8-1)(2-5) 8
. n 5
Portanto, o oitavo termo da progresséo vale ——.

Problema 4.2 Mostre que se a°, b® e c® sdo termos consecutivos de uma progressio
aritmética, entdo ocorre que b + ¢, a + c e a + b estdo em progressao harménica.
Solucéo.
Tém-se dois casos a considerar:
(i) Se a = b = ¢, entdo a progressdo aritmética (a’, b?, c?) é estacionario. Isso implica que (b +

C,a+c,a+b)sejauma progressdo harmonica.
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(i) Se a # b # c, entdo pela defini¢ao de PA tem-se:
c®—b*=rc?-a’=2reb*-a’=r.

Agrupando cada equacdo acima, tem-se:

eb_ 1 ea_ 1 bma_ 1
r  b+c 2r  a+ r  a+b’
Agora Se provar que, nesta Ordem oS numeros — ; e formam uma progressao

aritmética, entdo b + ¢, a + ¢ e a + b sdo termos consecutivos de uma progresséo harmonica.

1 c-b 1 c—a 1 b-a ~ . ~
Como T T i T o T o entéo, pela propriedade (P1) da progressao
aritmética, tem-se:
cb,ba_,ca_jca_ ca
r r oor r r

Portanto, b + ¢, a + ¢, a + b séo termos de uma progressao harmonica.

Problema 4.3 Mostre que se X, Y, z estdo em progressdo harmonica, entdo ocorre 0 mesmo
com L’ L, 2
y+zZ X+Z X+y

Solucéo.

X L z
Aplica-se a primeira propriedade da progressao harmonica (H1) em 17 %1 xhy’

, tem-

Se.

v _ )G

v (Gl ()

vy — 2XZ . (|)
x+z  x2+b(at+c)+z?
Agora, como X, y e z sdo termos de uma progressao harmonica, e ainda, pela definicéo
da PH, entdo:

Agrupam-se 0s termos, tem-se:

1 1 _ 1
- ) - e _!
X'y z
sdo termos de uma progressao aritmeética. Logo, por (P1) da PA, tem-se:
11 1 _
to= 2.; = y(Xx +z) =2xz. (Il)
Fazem-se a substituicédo (I1) em (I), tem-se:
vy _ y(x+z) = vy _ y(x+z)
x+z  x2+2ac+z?  x+z  x2+42ac+z?’

Dessa forma, —, ——, — é uma progresséo harménica.

+Z X+Z X+y

Problema 4.4 Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos que nesta ordem formam uma
progressdo harmonica. Se a, b e ¢ representam, respectivamente, o lado, area da face e o
volume de um cubo, demonstre que este cubo é o cubo unitario.

Solucéo.
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Note que b = a? e ¢ = a°, pois sdo, respectivamente, a area da face e o volume do cubo.
Logo, (a, a% a°) é uma progressdo harmonica.
Por (H1), tem-se:

2.a.a3
a2 = a33=>2a4:a3+a5
at+a

Como a é positivo, entdo dividem-se a expressao acima por a3, obtém-se:
2a=1+a’
Agrupando-se 0s termos, tem-se:
a®~2a+1=0=a=1,
Assim, 0 cubo tem lado a = 1, 4rea da face a® = 1° = 1 e volume igual a® = 1° = 1, o

que comprova que o cubo dado é o cubo unitéario.

Problema 4.5 Seja a progressao harménica (0,5; 0,25; %; 0,125; ...). Mostre que o termo igual

0,0125 é o quadragésimo termo da progressao harmonica.

Solucéo.

Note que a progressdo harmonica (0,5; 0,25; %; 0,125; ...) éigual a (%, i é % )

Como a progressdao harmoénica é obtida pela inversdo dos termos da progressao
aritmética (2, 4, 6, 8, ...), entdo o termo 0,0125 = % da progressdao harmonica tem a mesma

ordem do termo da PA igual a 80.
Assim, pelo termo geral da PA, tem-se:
80=2+(n-1)2=n=40.

Problema 4.6 Determina x de modo que a sequéncia (%, % g, X) é uma progressao aritmético-
geométrica.
Solucéo.
Note que [a1, (a1 + 1)q, (a1 + 2r)g?, (a1 + 3r)g®, ...] sdo termos de uma PAG. Numerando
a sequéncia acima por (A1, Az, Az, A;) tem-se:
A= (a+1)q = 2= G+ 1a (1)
As=(a + 21)q° = Z = (% +2n)g’ (1)

Agora, eleva-se (I) ao quadrado e divide-se (1) por (1), tem-se:

@) Grera

S [(Ler)gl”
(4) — [(2+r)q - = or —16r—4= 0,
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. p - 2
cujas raizes sao 2 e — >

Se r=2, pela igualdade (1) tem-se que q = % Logo,

3
A= (a+3N¢° 2 x=5+32) (5) =x=1

Ser=— % pela igualdade (1) tem-se que q = g. Entdo,

As= (a1 +3nNgE = As= E + 3(—%)] (3)3 = X=

2

243
16"
243

Portanto, x = 1—2 ouX=——=.
Problema 4.7 Demonstre que qualquer termo da progressdo aritmético-geométrica (3, 12, 45,
...) sempre € divisivel por 3.

Solucéo.
Considere os termos da PAG, A; =3, A, =12, A3 =45, ...
Como, por definicdo, A, = a;, A, = (a1 + r)q, Ag = (a; + 2r)g?, entdo:
12=3+nqg ()
e
45 = (3 + 22 (1)
Agora, eleva-se ao quadrado (1) e divide-se (1) por (I1), tem-se:

122 _ [(3+ Dl

45 (3+2r)q2
Como q # 0 (da defini¢do de PAG) e agrupando os termos, tem-Se:
5r° —2r—3=0,
cujas raizes sdo — % el
Ser= —g, pela igualdade (5.1) tem-se g = 5.
Ser=1, pelaigualdade (5.1) tem-se g = 3.
Agora, pelo termo geral da PAG, tém-se duas expressdes, isto é:
Parar = — % e q =5, respectivamente, as raz0es da PA e PG:
A3+ - D (=) = A=(6-n).35"
Parar=1e q =3, respectivamente, as razbes da PA e PG:
A=[3+(n-1]3" '=2A=(n+2)3" 1
Portanto, qualquer termo da progressdo aritmético-geométrica (3, 12, 45, ...) é
divisivel por 3.
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Problema 4.8 Mostre que asoma S, =1+ 11 + 111 + ... + 11111..1, onde a Ultima parcela de
Sn tem n digitos iguais a 1, € uma progressao aritmético-geométrica e, em seguida, calcule a
soma Sy,

Solugéo.

Note que as parcelas das somas podem ser escrito na forma abaixo:

Sp=1+(1+10)+ (1 +10+ 109 +..+ (1 +10+10°+ ... + 10"}

Como o numero 1 esta em todas as n parcelas; o numero 10 em todas as (n — 1)
parcelas; o nimero 10° em todas as (n — 2); e assim sucessivamente, até o 10" apenas na
Gltima parcela de Sy, entdo, tem-se que:

Sy=nl1+(n-1).10+(n-2).10* +...+1.10™*

Assim, os numeros n, (n — 1), (n — 2), .., 1 formam, nesta ordem, uma progressao
aritmética de n termos de razdo r = —1 e a; = n. Os nimeros 1, 10, 10, ..., 10™*, nesta ordem,
formam uma progressdo geomeétrica de razdo q = 10 e primeiro termo igual 1.

Portanto, de acordo com a defini¢do de PAG, S, = 1, 11, 111, ..., 11111...1, onde a
Gltima parcela de S, tem n digitos iguais a 1, € uma progressao aritmético-geométrica.

Como S, é uma PAG, entdo pelo teorema 8 tem-se:

n(1-10") = —1.10[1-n10""1+(n-1)10"]

Sn = 1-10 (1-10)2
n(10"-1) . (-=10)[1-n10™1+(n-1)10"]
Sp = + 2
9 9
9n.10"-9n . —10 +n10"—(n—1)10"*1]
Sn = -+
81 81
S — 9n.10"-9n-10 + n10"-10n.10"+10.10"
n = 81
10"(9n + n—-10n+10)—9n—10
Sp =
81
10™.10 — 9n—-10
Sp=——""7"""
81
S — 10"+ —9n-10
n 81 '
-1 _ nx"1—(n+1)x"+1
Problema 4.9 Prove que: 1 + 2x + 3x? + 4x> + ... + nx" ! = DL comx # 1.

(x-1)?
Solugéo.
Asomal+2x+3x%+4x% + ... + nx" " é uma progressdo aritmético-geométrica, isto é:
(1,2,3,4,...,n)éumaPAderazdor=1ea; = 1, assim como (1, x, X%, %%, ..., x" %)
uma PG de razdo q = x e primeiro termo igual 1. Portanto, multiplicando-se ordenadamente os

elementos das duas progressdes tem-se uma PAG.
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Entdo, pelo Teorema 8, tem-se:

_1(1-x") | 1x[1-nx""'+(n-1)x"]

S
n 1-x (1-x)?
(1-x™(1-x)+x[1-nx"~1+nx"—x"]
S, = >
(1-x)
1-x—xD+x0* 1 4 x—nx+nx"H1—x0+1)
Sp =
(1-x)?
S — 1-x"—nx"+nx"*1
n (1-x)2
e assim,
nx"1_(n+1)x"+1
S, =

(x-1)2

Problema 4.10 Determine x de modo que —2, 0, 0, —2x sdo termos consecutivos de uma
progressdo geomeétrico-aritmética.
Solucéo.

Como em uma PGA o primeiro termo da PA ¢ zero (pela definicdo da PGA), entdo
segue-se que o primeiro termo da PG igual a -2, isto é, a; = -2.

Dos termos da PAG, tem-se

aiq+r=0()
e
ai1g%+ 2r =0 (I1)

Substituem a; = -2 nas equagdes (I) e (Il), multiplica-se toda equagédo (I) por 2 e
fazem-se (1) — (1), tem-seq=0o0u q = 2.

Agora, paraq=0segue-ser=0eparaqg=_2implicaemr =4.

Dessa forma, podem-se encontrar os valores x pelo termo geral da PGA.

Paran=4,a;=-2,r=0eq=0, ttm-se:

A,=—20"1+(4-1).0=>A=0.
Como — 2x = 0 segue-se x = 0.
Paran=4,a;=-2,r=4eq=2, ttm-se:
As=22"1+(4-1)4=>A=—4
Como — 2x = — 4 segue-se X = 2.
Portanto, os valores sdo x =0 ou x =2 e as PGAs, (-2,0,0,0) e (-2, 0, 0, —4)

Problema 4.11 Prove que ha infinitos multiplos de 4 na progressdo geométrico-aritmética (4,

9,18, 35, ...).
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Solucéo.

Para mostrar que ha infinitos maltiplos de 4 na PGA acima, deve-se, primeiramente,
escrever o termo geral da PGA em funcao do nimero de termos.

Pela definicdo de PGA, tém-se as equagdes:

4g+r=9(l)
e
49 +2r =18 (Il
Agora, multiplica-se toda equacao (1) por 2 e fazem-se (I) — (I1), tem-se:
0" -29=0,

que € uma equacdo do 2° cuja raizes sdo gq; = 0 e g, = 2. Mas se q; = 0, entdo a igualdade (I)
segue-ser =9.

Entédo, pelo termo geral da PGA, tem-se:

A=4.0% Y+ (4-1)9=27,

0 que € falso, pois A4 = 35.

Se gy = 2, entdo pela igualdade (i) segue-se r = 1.

Entdo, pelo termo geral da PGA, tem-se:

A=420"Y 4+ (n-1).

Agora, sendo t um nimero inteiro positivo qualquer, entdo os sucessores dos multiplos

de 4 sdo nimeros da forma 4t + 1 e fazem-se n = 4t + 1, tem-se:
Agrr1= 42587 D 4 (4t +1 - 1) = 4.2% + 4.
Como cada uma das parcelas é multiplo de 4, entdo existem infinitos multiplos de 4 na

progressao geomeétrico-aritmética (4, 9, 18, 35, ...).

Problema 4.12 Uma caixa d’agua de cinco mil litros de capacidade estd totalmente cheio.
Certo dia seu dono verificou o exato momento do comego de um vazamento por um furo, que
aumentava de tamanho em 10% a cada minuto que passa. Apds 0 minuto seguinte ao comeco
do vazamento, o cano de saida da caixa d’agua se rompe de modo que jorram 3 litros em um
minuto e, sucessivamente, a quantidade de agua que se perde por este cano triplica por
minuto. Apds 20 minutos do comeco do vazamento, todos os reparos foram realizados por um
técnico especializado. Determine o total de litros de agua desperdicados, sabendo que se
perdeu 50 litros de agua no primeiro minuto do vazamento causado pelo furo.
Solugéo.

Considera-se o instante zero quando o dono percebe o inicio do vazamento causado

pelo furo. Sendo assim, a quantidade de agua que se perde por minuto pelo furo forma uma
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progressdo geometrica de primeiro termo igual a 50 e razdo 1,1. Por outro lado, a quantidade
de agua que se perde por minuto pelo cano rompido forma uma progressdo aritmética de
primeiro igual a zero e razéo igual a 3.

Portanto, o total de 4gua desperdicadas é a soma das quantidades pelo furo e pelo cano
rompido. Logo, tem-se uma progressdo geométrico-aritmética. Sendo assim, a solugcdo do
problema nos permite calcular a soma dos termos de uma PGA de 20 termos.

Assim, tem-se a PGA de termos (50; 58; 60,5; ...), cuja soma dos 20 primeiros termos
séo:

_50(1-1,12%) | (20-1)20.3

SZO = + > =~ 3432

1-11

Portanto, foram desperdicados cerca de 3432 litros de agua desta caixa no total.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho procurou analisar o estudo das progressées ndo s6 no ambito do ensino
médio, mas também no ensino superior com as progressdes harmonicas, aritmético-
geomeétricas e geométrico-aritméticas, além de problemas e solucdes.

Ponderando os resultados apresentados, os quais sdo frutos da revisdo bibliogréfica
realizadas, o presente trabalho atendeu aos objetivos propostos, pois apresentou reviséo de
inducdo e recorréncias, além de defini¢cbes, teoremas e resolucbes de problemas dos capitulos
que envolveram progressdes aritméticas, progressdes geométricas, progressdes harmonicas,
aritmético-geomeétricas e geométrico-aritméticas.

Com as revisOes de inducgéo finita e recorréncias de primeira ordem o leitor tem uma
ferramenta fundamental nas demonstracGes de teoremas e problemas que necessitam a
demonstracdo. Nas progressdes aritmeticas, assim, também, como nas progressdes
geomeétricas e sequéncias especiais ele é capaz de aperfeicoar os teoremas e as resolucfes de
problemas.

Enfim, espera-se que este trabalho auxiliem tantos alunos como professores no
processo ensino-aprendizado das progressdes e, também, contribua para aqueles que desejam

se preparar para exames de vestibulares e olimpiadas.
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